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Obiectivul 1: Model bazat pe teoria gauge cuantică a gravitaŃiei 
 1.1.Definirea integralei acŃiunii 
S-a construit unui model pentru câmpurile gauge (clasice şi cuantice) bazat pe teoria 
gauge cuantică a gravitaŃiei. Grupul de simetrie gauge gravitaŃional G folosit constă din 
transformările ) infinitezimale [1, 10]: 

  ( ) α
αε1ε PU −≅ ,  1,2,3,0α = ,     (1) 

unde αε  sunt parametrii infinitezimali ai grupului şi αα ∂−= iP  sunt generatorii acestui 

grup. RelaŃiile de comutare dintre aceşti generatori sunt: 
  [ ] 0, βα =PP .        (2) 

S-a introdus apoi 1-forma de câmp cu valori în algebra Lie a grupului G, prin relaŃia : 

  ( ) ( ) ( ) µ
α

α
µ

µ
µ dxPxAdxxAxA == ,    0,3,2,1µ = ,   (3) 

unde ( )xAα
µ  sunt  potenŃialele gauge gravitaŃionale. Cu ajutorul acestora, s-a construit 

derivata gauge covariantă: 
  ( )xAgiD µµµ −∂= ,       (4) 

unde g notează constanta de cuplaj gauge pentru interacŃiunile gravitaŃionale. 
 Este mai convenabil să lucrăm cu alte potenŃiale gauge, echivalente: 

  ( ) ( )xAgxG α
µ

α
µ

α
µ δ −= .      (5) 

Presupunem că aceste noi potenŃiale admit inversele ( )xG µ
α , conform condiŃiilor: 

  µ
ν

α
ν

µ
α

β
α

β
µ

µ
α δ,δ == GGGG .      (6) 

Construim apoi 2-forma de curbura ( ) ( ) νµ
α

α
µν

νµ
µν dxdxPxFdxdxxFF ∧=∧= , asociată 

acestor potenŃiale şi luând valori în algebra Lie a grupului G, unde  

  ( ) α
µβ

β
ν

α
νβ

β
µ

α
µν AGAGxF ∂−∂= .     (7) 

 Pentru a face legătura  cu teoria relativităŃii generale, construim apoi tensorul 
metric pe spaŃiul grupului gauge gravitaŃional: 

  ν
β

µ
αµναβ η GGg = ,       (8.a) 

  β
ν

α
µ

µναβ η GGg = ,       (8.b) 

 unde ( )1,1,1,1ηµν −= diag  este tensorul metric al spaŃiului-timp Minkowski M şi µνη  

inversul său. 
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S-a definit apoi integrala acŃiunii pentru câmpul gravitaŃional sub forma [1]: 

  ( )∫ −= xdLgS 4
αβdet ,      (9) 

unde ( )αβdet g  notează determinantul tensorului metric αβg  şi L este densitatea de 

Lagrangian a câmpului gravitaŃional. Deoarece am urmărit să introducem in model 
constanta cosmologică Λ , s-a ales L de forma [1]: 

  
.

2
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η
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ηη
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σ
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µρ
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ρσ
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ν
β

µρβ
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α
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g
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FFGGFFgL

Λ
++

−−=

  (10) 

Impunând condiŃia de anulare a variaŃiei acŃiunii S sub forma 0δ =S , in raport cu potenŃialele 

gauge ( )xAα
µ , s-au obŃinut ecuaŃiile de câmp generale: 
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g2
-)δη

2
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δη
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gT-gGFF

FFFg

=
Λ
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++−∂
  (11) 

unde ( )ν
αgT  este tensorul energie-impuls gravitaŃional considerat ca sursă a cestui câmp [3, 10]. 

Expresia acestui tensor s-a obŃinut cu ajutorul unui program de calcul elaborat de noi, bazat pe 
sistemul MAPLE. S-a obŃinut apoi o soluŃie pentru ecuaŃiile de câmp (11) considerând cazul când 
potenŃialele gauge au simetrie sferică [1, 4]: 

  ( ) ( ) ( )
( )










−
−

−
=

rAg

rAr

rg

r
rAdiagxA

1
,

 sinθrg

1-θsin
,

1
,α

µ ,  (12) 

unde A(r) este o funcŃie numai de coordonata radială r. 
 1.2. Calculul tensorului energie-impuls şi obŃinerea ecuaŃiilor de câmp 
 Folosind programul de calcul MAPLE [6, 8], s-au obŃinut componentele 

tensorului ( )xF α
µν , ale metricii αβg  şi αβ

g , precum şi ale tensorului energie-impuls ( )ν
αgT  

al câmpului gravitaŃional. Prezentăm aici câteva dintre componentele ne-nule, mai 

simple, ale lui ( )ν
αgT : 

 
( ) ( )( )

( )( )
( )

θsin2

1

θsin

1

rAg-12

2
223222

1
1

rgrgrg

rA

rg

rAgrA
T +−

′
+

−
−= , (13) 

  
( )( )

θsing2

1
,

θsing

θcos
222

1
2232

2
1

r

rAg
T

r
T

−
−== ,  

unde ( )rA′  notează derivata funcŃiei necunoscute A(r) in raport cu variabila r. 
 Folosind aceste expresii s-au obŃinut următoarele ecuaŃii de câmp [1]: 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0222

12

1 2222
2

=Λ+−+′−′
−

rrAgrAgrArgrArArg
rAgrg

, (14) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 022
2

1 2222 =Λ+′′−′+′−′′+′ rrArgrArgrAgrArArgrArAg
g

, (15) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 022
2

θsin 2222 =Λ+′′−′+′−′′+′ rrArgrArgrAgrArArgrArAg
g

           (16) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0222

2

1 2222
2

=Λ+−+′−′
−

rrAgrAgrArgrArArg
rg

rAg
,  (17) 

unde ( )rA ′′  este derivata de ordinul al doilea în raport cu r a funcŃiei ( )rA . 
 1.3. Construirea unei soluŃii conŃinând constanta cosmologică 

EcuaŃiile (14) – (17) sunt echivalente dacă ( ) 01 ≠− rAg , astfel că avem numai o 

singură ecuaŃie independentă pentru o singura funcŃie necunoscută ( )rA . Făcând apoi  

notaŃia ( ) ( )rAgry −=1 , din ecuaŃia (14) obŃinem: 

  ( ) ( ) 21 rryryr Λ−=+′ ,      (18) 
cu soluŃia 

  ( ) 22

3

α
1 r

r
ry

Λ
−+= ,       (19) 

unde α  este o constantă arbitrară de integrare. Atunci,  

  ( )
g

r
r

rA

2

3

α
11

Λ
−+±

= ,      (20) 

şi alegând 
2

2
-α

c

GM
= , unde M este masa sursei punctiforme a câmpului gravitaŃional 

descris de ( )rA , din relaŃia (8.a) obŃinem metrica Schwarzschild-de-Sitter al cărei 
element de linie este: 

 ( ) 22
2

2222

2
2

2
2

3

2
1dθsinθ

3

2
1

dtr
rc

GM
dr

r
rc
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dr
ds 







 Λ
−−−++

Λ
−−

= ϕ  (21) 

Subliniem că acest element de linie este definit pe spaŃiul grupului gauge gravitaŃional G, 
iar spaŃiul-timp bază M rămâne de tip Minkowski (plat). 
 Concluzia importantă care rezultă din evaluările de mai sus este că  putem trata 
gravitaŃia ca o interacŃiune fizică într-un spaŃiu-timp plat (fără curbură). Câmpul 

gravitaŃional se descrie prin potenŃialele gauge ( )xAα
µ , iar metrica se construieşte pe 

spaŃiul grupului gauge gravitaŃional G şi nu influenŃează spaŃiul-timp. Ca urmare, este 
mai uşor să obŃinem modele cuantice pentru câmpul gravitaŃional şi, în general, pentru 
câmpurile gauge, folosind metoda integralei funcŃionale [7], dat fiind că spaŃiul-timp este 
plat. 

Obiectivul 2: Definirea produsului star dintre câmpurile pe spaŃii-timp 
necomutatve 

2.1. Construirea unei derivate gauge-covariantă 
S-a considerat un spaŃiu-timp necomutativ pentru descrierea teoriilor gauge. Aceasta 

înseamnă că se folosesc coordonate ( )1,2,3,0µµ =x  care satisfac relaŃiile de comutare: 

  [ ] µννµ θ, ixx = ,       (22) 
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unde µνθ  este o matrice constantă antisimetrică. În acest caz, trebuie sa înlocuim 
produsul obişnuit ( ) ( )xx ΨΦ  dintre doi operatori de câmp, prin produsul star „* „ 
conform definiŃiei: 

  ( ) ( ) ( ) ( )x
i

xxx Ψ






 ∂⊗∂Φ=Ψ∗Φ νµ
νµθ

2
exp

rs
.   (23) 

Modelele necomutative bazate pe acest produs au neajunsul că nu sunt Lorentz-
invariante, în sensul că relaŃia (22) nu este invariantă faŃă de transformările Lorentz. 
Totuşi, ele sunt invariante faŃă de algebra Poincaré deformată cu un operator (twist) 
abelian: 

  






 ⊗= νµ
µνθ

2
exp PP

i
F ,      (24) 

unde µP  sunt generatorii translaŃiilor spaŃio-temporale definiŃi mai sus. Operatorul F 

induce in spaŃiul reprezentărilor algebrei Poincaré un produs deformat: 

  ( ) ( ) ( ) ( )Ψ∗Φ≡Ψ⊗Φ=Ψ⊗Φ→ΦΨ=Ψ⊗Φ −
∗

1Fmmm ooo , (25) 
care este tocmai produsul star „* „ din (23). 
 Atunci când operatorul twist F este ales ca în (24), produsul „* „ este fixat pentru 
totdeauna şi deci el nu suferă vre-o modificare faŃă de transformările unui grup gauge 
intern. Ca urmare, apar difcultăŃi atunci când încercăm să deformăm transformările gauge 
interne cu acelaşi operator twist (24). Este deci necesar să găsim un principiu general de 
simetrie pe baza căruia să putem construi teorii gauge necomutative şi gravitaŃionale 
lipsite de contradicŃii interne. Vom descrie în continuare rezultatele noastre privind un 
astfel de principiu [2]. 
 Presupunem că ĝ este o algebră Lie de simetrie internă (de ex. asociată grupului 
gauge G), ai cărei generatori infinitezimali maTa ,....,2,1, =  satisfac relaŃiile de 

comutare: 

  [ ] c
c
baba TfiTT =, ,    c

ab
c
ba ff −= .     (26) 

unde c
ba

c
ab ff −=  sunt constantele de structură . Dacă presupunem apoi că ĝ este o algebră 

de simetrie locală (gauge), atunci o transformare gauge este dată de operatorul: 

  ( ) a
a Txαδα = .        (27) 

Introducem, ca de obicei, câmpurile gauge , cu valori în algebra Lie, prin relaŃia: 

  ( ) a
a TxAA µµ = .       (28) 

Cu ajutorul lor construim derivate gauge-covariantă: 
  ( ) ,µµµ xAiD −∂=        (29) 

care are proprietatea că ( )xD Φµ  se transformă covariant pentru orice câmp ( )xΦ : 

  ( ) ( ) ( )( )xDxixD a Φ=Φ µµα αδ .      (30) 

În cazul când dorim să avem un model care include simultan simetriile gauge internă ĝ şi 

externă P (Poincaré), trebuie să folosim algebra Hopf ( )ĝ>PU  a produsului semi-direct 
dintre cele două algebre. Atunci, derivata gauge covariantă trebuie scrisă sub forma: 

  )( µµµ a
a TAPiD −= ,       (31) 

unde µµ ∂−= iP . 



 5 

 În lucrarea [9] s-a arătat că folosirea unui operator twist abelian pentru a  deforma 
algebra Hopf ( )ĝ>PU  nu este compatibilă cu conceptul de transformare gauge. Acest 

lucru se datoreşte faptului că derivata obişnuită ( )xΦ∂µ  a unui câmp nu este gauge 

invariantă (nu se transformă ca şi câmpul însuşi). Însă, Ńinând seama de proprietatea (30), 
în  lucrarea noastră [2] am definit un operator twist ne-abelian T folosind derivate gauge 
covariantă: 

  ( )






 +⊗−= 2
νµ

µν θθ
2

xp ODD
i

eT .     (32) 

Corespunzător, am definit un nou produs star N∗  deformat, prin: 

 ( ) ( ) ( ) ( )Ψ∗Φ≡Ψ⊗Φ=Ψ⊗Φ→ΦΨ=Ψ⊗Φ −
∗ NN

Tmmm 1
ooo . (33) 

2.2. Verificarea proprietăŃilor produsului star  
In general, acest nou produs star nu este asociativ, astfel încât trebuie sa-i 

acordăm o deosebită atenŃie atunci când lucrăm cu el. Studiul operatorilor twist folosind 
derivata gauge covariantă rămâne o problemă deschisă pentru noi cercetări. Totuşi, 
pentru anumite clase de reprezentări ale algebrei Hopf ( )ĝ>PU  proprietatea de 
asociativitate este îndeplinită, aşa cum arătăm în continuare. 

Folosind algebra Hopf ( )ĝ>PU  drept algebră de simetrie pentru teoria gauge 

necomutativă, trebuie să introducem pentru ea un co-produs ∆ , un element unitate 1 şi o 
co-unitate ε  cu proprietăŃile: 

 ( ) ∈∀⊗+⊗=∆ XXXX ,11 ( )ĝ>PU ,    (34) 

 ( ) =∆∈⊗ oid 1 = ( ) ∆⊗∈ oid .     (35) 
Operatorul twist T trebuie să satisfacă condiŃiile: 

( )( ) =⊗∆⊗ TidT 1 ( )( )TidT ∆⊗⊗1 ,     (36) 

( )Tid ∈⊗ = ( )Tid⊗∈ .       (37) 
In lucrările noastre am verificat condiŃia (34) şi am stabilit că ea este îndeplinită numai 
pentru acele reprezentări ale algebrei ( )ĝ>PU  care satisfac constrângerile: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,0σνρµσνρµ =Σ⊗Ψ⊗Φ+Σ⊗Ψ⊗Φ DFDDDF   (38) 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0νσµρνµσρ =Σ⊗Ψ⊗Φ+Σ⊗Ψ⊗Φ FDDDFD ,  (39) 

unde ΣΨΦ ,,  sunt câmpuri arbitrare care aparŃin spaŃiului de reprezentare. 
 Concluzia care rezultă din cercetările noastre este că simetria Poincaré externă şi 
simetria gauge internă nu pot fi unificate într-un operator twist comun [2]. Acest lucru ar 
putea fi o consecinŃă a teoremei Coleman-Mandula, dar nu în întregime, deoarece această 
teoremă se referă la grupurile de simetrie globale. Este totuşi posibil ca situaŃia să se 
inverseze, având în vedere că supersimetria include simetriile interne. 

2.3. Exemplu de model necomutativ bazat pe aplicaŃia Seiberg-Witten 
Folosind rezultatele proprii anterioare, am obŃinut corecŃii de necomutativitate 

pentru metrica (21), presupunând 0=Λ . Pentru aceasta, am folosit aplicaŃia Seiberg-
Witten [11], obŃinând următoarele expresii pentru componentele metricii până la ordinul 
al doilea în parametrul θ : 
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( )
( )

)θ(θ
α-r16

α3-r4α
α

1

1
ˆ 42

2211 O
r

r

g +−
−

= ,    (40) 

  
( )

)θ(θ
α-r32

α17rα17r2
ˆ 42

22
2

22 O
r

rg +
+−

+= ,    (41) 

  
( ) ( )

( )
)θ(θ

α-r16

α-r2α-θcosα-rαr
θsinˆ 42

222
22

33 O
r

rg +
+

+= ,  (42) 

  
( )

)θ(θ
16

α11-r8αα
1ˆ 42

400 O
rr

g +−






 −−= .    (43) 

unde s-a ales θθθ 2112 =−=  şi restul componentelor lui µνθ  egale cu zero. 

Se observă că în aceste expresii apar corecŃii de necomutativitate numai în ordinul al 
doilea în parametrul θ . 

Având aceste corecŃii, se pot studia proprietăŃile termodinamice ale unui black 
hole. De asemenea, sunt posibile generalizări la alte metrici. Aceste aspecte vor fi 
abordate în etapele următoare ale proiectului. 
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