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Obiectivul 1: Model bazat pe teoria gauge cuantica a gravitatiei

1.1.Definirea integralei actiunii
S-a construit unui model pentru campurile gauge (clasice si cuantice) bazat pe teoria
gauge cuantica a gravitatiei. Grupul de simetrie gauge gravitational G folosit consta din
transformarile ) infinitezimale [1, 10]:

Ulg)=1-¢"P,, 0=1,23,0, (1)
unde & sunt parametrii infinitezimali ai grupului §i P, =—i0, sunt generatorii acestui
grup. Relatiile de comutare dintre acesti generatori sunt:

[P B ]=0. @)

S-a introdus apoi 1-forma de camp cu valori in algebra Lie a grupului G, prin relatia :

A(x)= 4, (x)dx" = 4% (x)P, dx", p=1230, 3)

unde 4 (x) sunt potentialele gauge gravitationale. Cu ajutorul acestora, s-a construit
derivata gauge covarianta:
D,=0,-igA,(x), 4)
unde g noteazd constanta de cuplaj gauge pentru interactiunile gravitationale.
Este mai convenabil sd lucram cu alte potentiale gauge, echivalente:

Gy (x) =8y — g 4;(x). 5)
Presupunem ci aceste noi potentiale admit inversele G " (x) , conform conditiilor:
GrGP=58), G!'Gi=3!. (6)

Construim apoi 2-forma de curbura F = F (x)dx* Adx¥ = Fy (x)P,dx" Adx", asociatd
acestor potentiale si ludnd valori 1n algebra Lie a grupului G, unde

Fu(x)= G} 6,45 — G 0,4 (7)

Pentru a face legatura cu teoria relativitatii generale, construim apoi tensorul

metric pe spatiul grupului gauge gravitational:

g =Mw Gy Gy, (8.2)

g® =" G!GY, (8.b)
unde 7, = diag(1,1,1,-1) este tensorul metric al spatiului-timp Minkowski M si 0"

inversul sau.



S-a definit apoi integrala actiunii pentru cdmpul gravitational sub forma [1]:

S =j,/— det(gyg JLd x, (9)

unde det(gaﬁ) noteazd determinantul tensorului metric g,; si L este densitatea de

Lagrangian a campului gravitational. Deoarece am urmarit sd introducem in model
constanta cosmologica A, s-a ales L de forma [1]:
1 1 — =0
Lz—En " gu Fy Foy —gn”‘) Gy Gy Fy, F),
(10)

+ iy Gy Gy Fi Fl +—.
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Impunand conditia de anulare a variatiei actiunii S sub forma 6 S =0, in raport cu potentialele

gauge A:‘ (x) s-au obtinut ecuatiile de camp generale:
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S 4o gG = ¢(r, ).
unde (T 2 ); este tensorul energie-impuls gravitational considerat ca sursa a cestui cAmp [3, 10].
Expresia acestui tensor s-a obtinut cu ajutorul unui program de calcul elaborat de noi, bazat pe
sistemul MAPLE. S-a obtinut apoi o solutie pentru ecuatiile de cAmp (11) considerand cazul cand
potentialele gauge au simetrie sferica [1, 4]:

_ in0-1
AS“ (x) _ dlag A(}/‘)’ r—1 ’ I”'Sln'e — A(l") , (12)
gr grsind l—gA(r)
unde A4(r) este o functie numai de coordonata radiala r.

1.2. Calculul tensorului energie-impuls si obtinerea ecuatiilor de cAmp
Folosind programul de calcul MAPLE [6, 8], s-au obtinut componentele

tensorului £, (x), ale metricii g, si ¢, precum si ale tensorului energie-impuls (T 2 );
al campului gravitational. Prezentam aici cateva dintre componentele ne-nule, mai
simple, ale lui (T . )Z
Alr)2-g 4 '
e (r)(2 gAr)  A(r)_ S U S———CE
2gr (l-gA(r)) gr g°r°sin"® 2g°r°sinf
T = cosf 7 (l—gA(r))

. » Ay = : ,
g?r’sin’ 2g%r?sin’ 0

unde A’(r) noteaza derivata functiei necunoscute 4() in raport cu variabila r.

Folosind aceste expresii s-au obtinut urmatoarele ecuatii de camp [1]:

! g rA(r)A'(r)-2grA(r)+ g A(r) —2g A(r)+ Ar2)= 0, (14)

P AL

%(2g2A(r)A'(r)+ g2 rA(r)A"(r)-2g A(r)+ g*rA(r) —grd(r)+ Ar)z 0, (15)
g




S;Le(zng(r)A’(rh g r () A'(r)-2g A()+ 8> r A —gr A'(r)+ Ar)=0
g

(16)
%i(ﬂ(zgz P AP -2 r A(r)+ g2 A(r P — 29 AF)+ Arz): 0, (17)

unde A"(r) este derivata de ordinul al doilea in raport cu  a functiei A(r).
1.3. Construirea unei solutii continind constanta cosmologica
Ecuatiile (14) — (17) sunt echivalente dacd 1—g A(r) # 0, astfel ca avem numai o

singurd ecuatie independenta pentru o singura functie necunoscutd A(r). Facand apoi
notatia y(r) =l-g A(r) , din ecuatia (14) obtinem:

ry'(r)+ y(r)=1-Ar?, (18)
cu solutia

PP =122, (19)

unde a este o constanta arbitrara de integrare. Atunci,

1= 14242
A(r)= r 3 (20)
g

3

, unde M este masa sursei punctiforme a campului gravitational

si alegand o =-—;
c

descris de A(r), din relatia (8.a) obtinem metrica Schwarzschild-de-Sitter al carei
element de linie este:
dr?
2GM A 2
cir 3

Subliniem ca acest element de linie este definit pe spatiul grupului gauge gravitational G,
iar spatiul-timp baza M rdmane de tip Minkowski (plat).

Concluzia importanta care rezultd din evaluarile de mai sus este cd putem trata
gravitatia ca o interactiune fizica intr-un spatiu-timp plat (fara curburd). Campul

ds? =

+r2(d0? +sin26d¢2)—(1—
1—

gravitational se descrie prin potentialele gauge A (x), iar metrica se construieste pe
spatiul grupului gauge gravitational G si nu influenteaza spatiul-timp. Ca urmare, este
mai usor sa obtinem modele cuantice pentru campul gravitational si, in general, pentru
campurile gauge, folosind metoda integralei functionale [7], dat fiind ca spatiul-timp este
plat.

Obiectivul 2: Definirea produsului star dintre cimpurile pe spatii-timp

necomutatve

2.1. Construirea unei derivate gauge-covarianta

S-a considerat un spatiu-timp necomutativ pentru descrierea teoriilor gauge. Aceasta

inseamna ca se folosesc coordonate x" (p = 1,2,3,0) care satisfac relatiile de comutare:
et x| = i0m, (22)



unde 0" este o matrice constantd antisimetrici. In acest caz, trebuie sa inlocuim
produsul obignuit (I)(x)‘P(x) dintre doi operatori de camp, prin produsul star ,,* ,,
conform definitiei:

O(x)*¥(x)= @(x)exp[ée”véu ® évj‘P(x). (23)

Modelele necomutative bazate pe acest produs au neajunsul ca nu sunt Lorentz-
invariante, in sensul ca relatia (22) nu este invariantd fata de transformarile Lorentz.
Totusi, ele sunt invariante fatd de algebra Poincaré deformatd cu un operator (twist)
abelian:

F= exp[éew P,® ij, (24)

unde F, sunt generatorii translatiilor spatio-temporale definiti mai sus. Operatorul F

induce in spatiul reprezentarilor algebrei Poincaré un produs deformat:
mo(PRW)=D¥ > m, o(PRP)=moF (@)= (D*¥), (25)
care este tocmai produsul star ,,* ,, din (23).

Atunci cand operatorul twist F este ales ca in (24), produsul ,,* ,, este fixat pentru
totdeauna si deci el nu sufera vre-o modificare fatd de transformarile unui grup gauge
intern. Ca urmare, apar difcultati atunci cand incercam sa deformam transformarile gauge
interne cu acelasi operator twist (24). Este deci necesar sa gasim un principiu general de
simetrie pe baza caruia sd putem construi teorii gauge necomutative si gravitationale
lipsite de contradictii interne. Vom descrie in continuare rezultatele noastre privind un
astfel de principiu [2].

Presupunem ca ¢ este o algebrd Lie de simetrie internd (de ex. asociata grupului
gauge G), ai cdrei generatori infinitezimali 7,,a=12,..,m satisfac relatiile de

comutare:
[a’Tb]:i acb Tc? facbz_fbca' (26)
unde f,, =—f,, sunt constantele de structura . Daca presupunem apoi ¢ g este o algebri

de simetrie locala (gauge), atunci o transformare gauge este data de operatorul:

8, =a’(x)T,. (27)
Introducem, ca de obicei, cAmpurile gauge , cu valori in algebra Lie, prin relatia:

A, = 4 (x)T,. (28)
Cu ajutorul lor construim derivate gauge-covarianta:

D, =0, -iA,(x), (29)
care are proprietatea ca DHCD(x) se transforma covariant pentru orice camp ®(x):

8,D,®(x) = ia (x)(D, ®(x)). (30)

In cazul cand dorim sa avem un model care include simultan simetriile gauge interna § si
externd P (Poincaré), trebuie sa folosim algebra Hopf U (P > fg) a produsului semi-direct
dintre cele doua algebre. Atunci, derivata gauge covarianta trebuie scrisa sub forma:
— _ a
D,=i(B,-4,T,), 31

unde Pu = —iau .



In lucrarea [9] s-a aratat ca folosirea unui operator twist abelian pentru a deforma
algebra Hopf U (P > g) nu este compatibild cu conceptul de transformare gauge. Acest
lucru se datoreste faptului ca derivata obisnuita GHCD(x) a unui camp nu este gauge
invarianta (nu se transforma ca si cAmpul insusi). Insa, tinAnd seama de proprietatea (30),

in lucrarea noastra [2] am definit un operator twist ne-abelian 7 folosind derivate gauge
covarianta:

T:exp(—éew D, ®D, +0(ez)j. (32)

Corespunzator, am definit un nou produs star *, deformat, prin:

me(@®Y)=0¥ >m, o(®®Y)=moT (@)= (D*, V). (33)

2.2. Verificarea proprietatilor produsului star

In general, acest nou produs star nu este asociativ, astfel incat trebuie sa-i
acordam o deosebitd atentie atunci cand lucrdm cu el. Studiul operatorilor twist folosind
derivata gauge covariantd ramane o problema deschisd pentru noi cercetari. Totusi,
pentru anumite clase de reprezentari ale algebrei Hopf U (P > {g) proprietatea de
asociativitate este indeplinitd, asa cum aratam in continuare.

Folosind algebra Hopf U (P > g) drept algebra de simetrie pentru teoria gauge

necomutativa, trebuie sa introducem pentru ea un co-produs A, un element unitate 1 si o
co-unitate € cu proprietatile:

AX)=X®1+1®X, VXeUP>»§g), (34)

(i[d®€)oA=1= (e ®id)oA. (35)
Operatorul twist 7 trebuie sa satisfaca conditiile:

(TRNA®id)I =(1QT)id AT, (36)

(id® )T =(e Qid)T . (37)

In lucrédrile noastre am verificat conditia (34) si am stabilit ca ea este indeplinitd numai
pentru acele reprezentdri ale algebrei U (P > g) care satisfac constrangerile:
F, (@)®D,(¥)®D,(E)+D,(®)®F, (¥)®D,(Z)=0, (38)
D,(®)®F,,(¥)®D,(2)+D,(®)®D,(¥)®F,(2)=0, (39)
unde @, V,X sunt caAmpuri arbitrare care apartin spatiului de reprezentare.

Concluzia care rezulta din cercetarile noastre este ca simetria Poincaré externa si
simetria gauge internd nu pot fi unificate intr-un operator twist comun [2]. Acest lucru ar
putea fi o consecinta a teoremei Coleman-Mandula, dar nu in intregime, deoarece aceasta
teorema se referd la grupurile de simetrie globale. Este totusi posibil ca situatia sd se
inverseze, avand in vedere ca supersimetria include simetriile interne.

2.3. Exemplu de model necomutativ bazat pe aplicatia Seiberg-Witten

Folosind rezultatele proprii anterioare, am obtinut corectii de necomutativitate
pentru metrica (21), presupundnd A =0. Pentru aceasta, am folosit aplicatia Seiberg-
Witten [11], obtinand urmatoarele expresii pentru componentele metricii pana la ordinul
al doilea in parametrul 6:



A 1 a(4r-3a)

S = - 0% +0(6"), (40)
" 1-* 16r% (r-a)
r
, 2r*=17ar+170* ., 4
Gy =17+ 0% +0(0%), (41)
32r(r-(x)
2 2 2
§33=r2sin20+(r +or-o )cos 9-(1(2r-(x)02+0(04)’ 42)
167(r-a)
00 =—(1—3]—°‘(8r;141“)92 +0(0%). (43)
r 16r

unde s-a ales 0'2 =—-02' =0 si restul componentelor lui 6 w egale cu zero.

Se observa ca in aceste expresii apar corectii de necomutativitate numai in ordinul al
doilea In parametrul 0.

Avand aceste corectii, se pot studia proprietdtile termodinamice ale unui black
hole. De asemenea, sunt posibile generalizari la alte metrici. Aceste aspecte vor fi
abordate 1n etapele urmatoare ale proiectului.
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