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   Obiectivul 1: Formularea teoriei gauge generale cu grupul structural    
( ) ( )qpSOnSU ,×  

1.1. Obţinerea ecuaţiilor de structură ale grupului gauge 
               Grupul ( )qpSO , are dimensiunea egală cu m( m-1)/2 unde m = p + q, iar grupul 

( )nSU  este ne-abelian, având dimensiunea 12 −n . Generatorii infinitezimali ai grupului 
( )qpSO ,  sunt notaţi prin mbaM ab ,...,3,2,1,, = , iar cei ai lui ( )nSU  prin 

1,...,3,2,1α, 2
α −= nT . În general, ababab LM Σ+= , unde abL  sunt operatorii momentului 

cinetic, iar abΣ  notează generatorii de spin în reprezentarea considerată. Ecuaţiile de structură ale 
grupului ( ) ( )qpSOnSU ,×  sunt [2, 7]: 
  [ ] bcadacbdbdacadbccdab MMMMMM ηηηη, +−−= ,  (1.1a) 

  [ ] γ
γ
αββα , TfTT = ,       (1.1b) 

  [ ] 0, α =TM ab ,        (1.1c) 
unde 

  













−−−= 43421321

qp

diag 1,...,1,1,1,...,1,1ηab  

este metrica Lorentz m-dimensională, iar γ
βα

γ
αβ ff −=  sunt constantele de structură ale grupului 

( )nSU . În cazul particular al grupului ( )2SU  constantele de structură γ
αβf  coincid cu tensorul 

complet anti-simetric  αβγε , cu proprietatea 1ε123 += . Ecuaţia (1.1c) arată că grupul 

( ) ( )qpSOnSU ,×  are structura unui produs direct. Pentru a descrie câmpul gravitaţional vom 
alege grupul gauge ( )4,1SO , care are dimensiunea 5=+= qpm . Deci, vom avea 

5,3,2,1,0== ba , sau notând 3,2,1,0,, =kji , vom scrie 5,ia =  etc. 
1.2. Definirea derivatei gauge invariantă 

              Definim derivatei gauge invariantă asociată grupului de simetrie locală 
( ) ( )qpSOnSU ,×  prin relaţia [2]  

  ( ) ( )xTAgAgx ab
ab Φ






 ′′+Σ

′
+∂=Φ∇ α

α
µµµµ 2

,    (1.2) 

unde ( ) ( )xAxA baab
µµ −=  sunt potenţialele gauge ( )qpSO ,  care descriu câmpul gravitaţional, iar 

( )xAα
µ  sunt potenţialele gauge interne asociate grupului ( )nSU . Cantităţile g ′  şi g ′′  notează 

constantele de cuplaj ale interacţiunilor gravitaţională şi respectiv a câmpurilor gauge interne. 
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   În cazul particular al grupului ( ) ( )4,12 SOSU × , potenţialele ( )xAα
µ  corespund stărilor de 

izospin, iar ( )xAab
µν  se descompun în două părţi: conexiunea de spin   

( ) ( ) 3,2,1,0,,Aω µµ == jixx ijij  şi tetrazii ( ) ( )xAxe ii 5
µµ = . 

1.3. Obţinerea expresiilor generale ale tensorilor asociaţi potenţialelor gauge 
 Pentru a determina tensorii asociaţi câmpurilor gauge ( )xAab

µν  şi ( )xAα
µ , vom calcula 

comutatorul [ ]νµ ,∇∇ . Folosind ecuaţiile de structură (1.1) obţinem [7]: 

[ ] ( ) ( )[ ]
( ) } ( ).ε

2
,

α
γ
ν

β
ν

αβγα
µν

α
νµ

µννµµννµνµ

xTAAgAA

AAAAgAAgx ab
cba

c
cba

c
abab

Φ′′+∂−∂+

+Σ−′+∂−∂


 ′

=Φ∇∇
  (1.3) 

Dacă folosim definiţia generală 

  [ ] ( ) ( )xTGgFgx ab
ab Φ






 ′′+Σ

′
=Φ∇∇ α

α
µνµννµ 2

, ,   (1.4) 

şi identificăm ecuaţiile (1.3) şi (1.4), atunci rezultă 
  ( )cba

c
cba

c
ababab AAAAgAAF µννµµννµµν −′+∂−∂= ,   (1.7) 

  γ
ν

β
ν

αβγα
µν

α
νµµν ε AAgAAG a ′′+∂−∂= .     (1.6) 

   În cazul particular SU(2) ×SO(1,4), alegem 5,;5,;5, kcjbia === , cu 3,2,1,0,, =kji  şi 

notăm i
µ

5
µ λe2=iA ; atunci ecuaţia (2.6) devine[10]: 

 ( ) ( )jijikji
k

kji
k

ijijij eeeegAAAAgAAF µννµ
2

µννµµνµµν λ4 −′−−′+∂−∂= ,  (1.7) 

 ( )ki
k

ki
k

iii eAeAgeeF µννµµννµµν −′+∂−∂= .     (1.8) 

Pentru un model Riemann-Cartan, cantităţile iFµν  sunt interpretate drept componentele torsiunii 
iTµν , iar ijFµν  - ale curburii ijRµν spaţiului-timp.  

 
   Obiectivul 2: Obţinerea ecuaţiilor de câmp pentru potenţialele gauge 
       2.1. Construirea integralei acţiunii pentru potenţialele gauge 
   Potenţialele gauge ( )xA ij

µ , ( )xei
µ  descriu câmpul gravitaţional, iar ( )xAα

µ  - proprietăţile 

interne (izoapinul, hipersarcina, etc.) ale sistemului fizic considerat.  Tetrazii ( )xei
µ  pot fi folosiţi 

pentru a defini un tensor metric: 
    j

ν
i

ij eeg µµν η= ,       (2.1) 

unde ( )1,1,1,1η −= diagij  este metrica Lorentz. 
 Cu ajutorul potenţialelor gauge construim integrala acţiunii pentru modelul considerat. 
Aceasta conţine doi termeni, unul corespunzător sectorului ( )qpSO ,  şi celălalt sectorului 

( )nSU : 

  ( )∫ 








′
−−= βµνα

µνβα2
4

4
1

π16
1 GGTTTr

gK
F

G
exdSEYM .  (2.2) 

În această expresie am folosit definiţiile: 
            ( )i

µ
νµ

µν det, eeeeFF ji
ij == ,     (2.3) 
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unde ( )xei
µ  notează inversul lui ( )xei

µ , adică 

   i
j

µ
µ

ν
µ

ν
µ δ,δ == j

i
i

i eeee .     (2.4) 

În cele ce urmează vom alege ( ) αββα δKTTTr =  şi αα σ
2
1

=T , unde ασ  sunt matricele lui Pauli. 

Constanta gravitaţională G din (2.2) este singura cantitate dimensională, deoarece vom alege 
sistemul de unităţi 1== ch . 
   2.2. Obţinerea ecuaţiilor de câmp prin metoda variaţională 
   Impunem condiţia 0δ =EYMS  (principiul variaţional) în raport cu potenţialele ( )xAα

µ , 

( )xA ij
µ , ( )xei

µ . Atunci, obţinem următoarele ecuaţii de câmp 

( ) 0ε1 γµνβ
µ

αβγαµν
µ =+∂ GAeG

e
,     (2.5) 

  iii GTFeF µµµ π8
2
1

=− ,       (2.6) 

unde iTµ  este tensorul energie-impuls [3, 7] al câmpurilor gauge ( )xAα
µ  

  





 +−

′
= ρλ

α
α
ρλµ

ρ
α

α
µρ2µ 4

11 GGeGG
gK

T iii ,    (2.7) 

şi respectiv 
    0µν =

iF .      (2.8) 

În cazul grupului ( ) ( )4,12 SOSU × , ecuaţiile (2.5) determină stările de izospin, cele din (2.6) 
corespund ecuaţiilor lui Einstein, iar (2.8) arată că avem un spaţiu fără torsiune. Ele sunt 
cunoscute sub denumirea de ecuaţiile Einstein-Yang-Mills (EYM). Prin integrarea ecuaţiilor 
EYM se obţin potenţialele gauge ca soluţii. 
   2.3. Formularea condiţiei de auto-dualitate 
   Se pot obţine mai uşor soluţii ale ecuaţiilor de câmp dacă impunem condiţia de auto-dualitate 
pentru tensorul câmpurilor gauge. Pentru aceasta definim tensorii duali 

  ,ε
2
1~ αρσ

µνρσ
α
µν GgG −=       (2.9) 

  ,ε
2
1~ ρσ

µνρσµν
abab FgF −=       (2.10) 

unde ( )µνdet gg = , µνρσε  este tensorul Levi-Civita complet anti-simetric ( 1ε0123 += ) şi 

  abab FggFGggG τλ
σλρτρσα

τλ
σλρταρσ , == .    (2.11) 

Atunci, condiţia de auto-dualitate înseamnă satisfacerea relaţiilor: 
  abab iFFiGG µνµν

α
µν

α
µν

~,~
== .      (2.12) 

Acestea sunt ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi, spre deosebire de ecuaţiile EYM care sunt de 
ordinul al doilea şi obţinerea soluţiilor pentru ele este mai simplă. Orice soluţie a ecuaţiilor de 
auto-dualitate  (2.12) este şi soluţie a ecuaţiilor EYM dar nu şi invers. 
 
   Obiectivul 3: Aplicaţii la cazul simetriei sferice 
       3.1. Obţinerea unor soluţii cu simetrie sferică 
   În cazul simetriei sferice spaţiul-timp Minkowski este dotat cu metrica 
  ( ) 2222222 dθsinθ dtdrdrds −++= ϕ .    (3.1) 
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Vom prezenta trei exemple de soluţii obţinute pe baza rezultatelor anterioare. 
    1) Soluţii cu constantă cosmologică.  
     Considerăm cazul când câmpurile gauge ( )4,1SO  au forma [2, 3, 7]: 

 ( ) ( ) ( ) ( )θsin,0,0,0,0,,0,0,0,0,,0,0,0,0, 3
µ

2
µ

1
µ

0
µ rCerCeBeAe ==== , (3.2) 

şi 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )0,0,0,0,θcos,0,0,0

θsin,0,0,0,0,,0,0,0,0,0,
03
µ

02
µ

23
µ

13
µ

12
µ

01
µ

===

===

AAVA

ZAWAUA
   (3.3) 

unde  A, B, C, U, V, Z şi W sunt funcţii numai de variabila r. În plus, vom parametriza câmpurile 
gauge ( )2SU  astfel: 
  ( ) ϕϕ dTdTddtuTA θcosθsinT-θw 313 ++= ,   (3.4) 
unde u şi w sunt, de asemenea, funcţii numai de r. Atunci. Considerând constrângerile 

1,1
=== CN

B
A , unde N(r) este o nouă funcţie pozitiv definită, obţinem: 

  ( ) ( ) ,w1www
2

2

2

N
u

r
N −

−
=′′        

  ( ) ,
N
w2 2

2 uur =
′
′        (3.5) 

  ,0w
r

w
2

222
=+

′

rN
u

        

 ( ) ( ) ,0
22

1www
2

1
2
1 2

2

2
2

2222
=

Λ
+

−
+′++

′
+−+′

r
r

N
N

uurNNr    

unde am folosit 
2
1

=K  şi unităţi 1
g
π4

=
′′
G

. Aceste ecuaţii admit următoarea soluţie 

(Schwarzschild-Reissner-Nordström-de-Sitter) de tipul black hole color [4,5,6]: 

 ( ) ( ) ( ) ,
3

121,0w, 2
2

2

0 r
r

Q
r
mrNr

r
Quru Λ

−
+

+−==+=   (3.6) 

unde 2λ12−=Λ  este constanta cosmologică. Ecuaţiile (3.5) admit şi soluţia (Schwarzschild-
deSitter) auto-duală: 

  ( ) ( ) ( ) 2

3
21,1w,0 r
r
mrNrru Λ
−−=±== .   (3.7) 

Spre deosebire de acesta, soluţia (3.6) nu este auto-duală.  
   Prin contracţia 0λ→ , grupul ( )4,1SO  trece în grupul Poincaré cuplat cu grupul izospinului. 
Soluţiile ecuaţiilor de câmp sunt date în acest caz de (3.6) şi (3.7) în care trebuie să luăm 0=Λ . 
Deci, teoria gauge Poincaré nu admite o constantă cosmologică. 
   2) Model bazat pe grupul gauge cuantic ( )2SUG ×  
   Grupul gauge gravitaţional G are generatorii αα ∂−= iP , 0,3,2,1=α , consideraţi ca operatori 
diferenţiali şi care comută între ei [12]: 
   [ ] 0, βα =PP .       (3.8) 

Generatorii grupului SU(2) sunt notaţi prin 3,2,1, =aTa  şi satisfac relaţii de comutare ca în 
(1.1b). Câmpurile gauge interne şi gravitaţionale cu valori în algebra Lie sunt: 
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  ( ) ( ) ( ) ( ) α
α
µµµµ , PxCxCTxAxA a

a == .    (3.9) 
Alegem aceste câmpuri gauge cu simetrie sferică, de forma [1] 

 ( ) ( )
( ) ( ),,

1
,

θsin
1θsin,1, θ

θ rVA
rgU

rUC
rg

rC
rg

rCrUC t
r

t
t

r
r =

−
−=

−
=

−
== ϕ

ϕ  (3.10) 

unde U, V sunt funcţii numai de r, iar g este constanta de cuplaj gravitaţională. Atunci, ecuaţiile 
de câmp corespunzătoare sunt [1]: 
  ( )( ) 02221 =′′−′−′′−′+′′− UVgrUgVUgrVVVrgU ,  (3.11) 

  ( ) 02_12 2 =−−′ gUUgUUgr .     (3.12) 
   Soluţia generală a ecuaţiei (3.12) este [1]: 

  ( )
g

r
a

rU
+±

=
11

,       (3.13) 

unde a este o constantă arbitrară de integrare. Alegând a = - 2Gm, soluţia (3.13) conduce la 
metrica Schwarzschild [1]: 

 ( ) 22222
2

2 21θdsinθ
21

dt
r

Gmdr

r
Gm

drds 





 −−++

−
= ϕ .   (3.14) 

Corespunzător, din (3.11) obţinem două soluţii pentru potenţialele gauge SU(2): 

  ( ) ( )
ar

rrV
r
arV

+
=+= 21 ,1 .     (3.15) 

Aceste rezultate arată că, în cazul considerat, există numai cuplaj gravitaţional între câmpuri, dar 
nu şi cuplaje interne SU(2), deoarece soluţiile obţinute nu conţin constanta de cuplaj a lui SU(2). 
 Modelul prezentat permite cuantificarea câmpului gravitaţional prin metoda integralei 
funcţionale [10] ca în cazul teoriilor gauge interne. Deoarece grupul gauge G se consideră aici ca 
o simetrie pur internă, proprietatea de re-normare este asigurată pentru modelul nostru gauge de 
unificare [1,10]. 
   3) Soluţie pentru câmpurile gauge pe spaţii-timp necomutative. 
   Presupunem că spaţiul-timp este ne-comutativ, având coordonatele ( )trx ,θ,,µ ϕ=  care 
satisfac următoarele relaţii de comutare: 
   [ ] µννµ , Θ= ixx ,      (3.16) 

unde νµµν Θ−=Θ  sunt parametrii constanţi ai modelului. Vom alege cazul ne-comutativităţii 
spaţiu-spaţiu [2], şi vom presupune că singurele componente ne-nule sunt Θ=Θ−=Θ 2112 , 
unde Θ este un parametru constant de deformare. Pentru descrierea diferitelor câmpuri gauge 
folosim produsul star ""∗ , definit prin relaţia [2, 3]: 

  ( )( ) ( ) ( )xexx
i

ΨΦ=Ψ∗Φ
∂⊗∂

Θ νµµν
2

rs

.     (3.17) 
Presupunem apoi că grupul gauge este ( ) ( )4,12 SOSU ×  şi notăm câmpurile (potenţialele) gauge 

pe spaţiul-timp ne-comutativ prin ( ) ( )xexA ia
µµ ˆ,ˆ . Definim metrica spaţiului-timp ne-comutativ 

prin relaţia: 

  ( ) 




 ∗+∗=Θ

++ iijj
ij eeeexg νµνµµν ˆˆˆˆη

2
1,ˆ .    (3.18) 

Folosind aplicaţia Seiberg-Witten [2, 3, 13], obţinem următoarele corecţii [2, 3]: 
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     - pentru câmpurile gauge SU(2) interne (cu soluţia comutativă (3.7)): 

  
( )

( );ˆ

,θsin
2
1θcosˆ

2
00

23
3

Θ++=

Θ+Θ++

O
r
QuA

OA

r
     (3.19) 

    - pentru metrica Schwarzschild: 
( )

( )
)θ(θ

α-r16
α3-r4α

α1

1ˆ 42
2211 O

r
r

g +−
−

= ,      

  ( ) )θ(θ
α-r32

α17rα17r2ˆ 42
22

2
22 O

r
rg +

+−
+= ,      (3.20) 

  
( ) ( )

( ) )θ(θ
α-r16

α-r2α-θcosα-rαrθsinˆ 42
222

22
33 O

r
rg +

+
+= ,   

  
( ) )θ(θ
16

α11-r8αα1ˆ 42
400 O

rr
g +−






 −−= , 

unde Gm2α = . Aceste soluţii sunt utile pentru determinarea unor caracteristici cuantice ale 
găurilor negre (black holes) cum ar fi temperatura, entropia, etc. 
   3.2. Stabilirea condiţiilor ca ecuaţiile de câmp sa admită soluţii ne-singulare 
   Construim integrala acţiunii câmpurilor gauge ( )xei

µ sub forma [2, 14]: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ +++−= 211222111
4 ,

π16
1 ϕϕϕϕ VIftIftFxd

G
S g ,  (3.21) 

unde 1I  şi 2I sunt doi invarianţi ai teoriei, iar ( )t1ϕ  şi ( )t2ϕ  sunt multiplicatori Lagrange 
introduşi pentru a asigura existenţa unor soluţii fără singularităţi. Potenţialul ( )21,ϕϕV  satisface 
condiţiile: 

  ( ) ( )
2

22
1

11 ,
ϕϕ ∂
∂

−=
∂
∂

−=
VIfVIf .     (3.22) 

   O alegere corespunzătoare a funcţiilor ( )11 If  şi ( )22 If  este [14]: 

    ( ) 111 IIf = ,  ( ) 222 IIf −= , ( ) 212µ
µ1 43 FFFFI i
i −−= ,  2µ

µ2 4 FFFI i
i −= .  (3.23) 

Cunoscând metrica spaţiului-timp, cu relaţiile (3.22) şi (3.23) determinăm funcţiile ( )11 If , 
( )22 If  şi potenţialul ( )21,ϕϕV . 

   3.3 Construirea soluţiilor gauge nesingulare. Vom considera cazul metricii Robertson-
Walker ( ) ( ) ( )( )θ,-1sin,, 222222

µν tartartadiagg =  şi vom presupune ( ) 01 =tϕ . Notăm 

( ) ( )tt ϕϕ =2  şi corespunzător ( ) ( )ϕϕ VV =2,0 . Atunci, impunând principiul variaţional 
0δSg =  în raport cu ( )ta  şi ( ) ( )tt ϕϕ =2 , obţinem următoarele condiţii care asigură existenţa 

soluţiilor ne-singulare: 

  ( )
H

Ht
a
aH

222
2 λ3,λ2 ϕϕϕ −

=′−=
′






 ′

≡′ ,    (3.24) 

unde λ  este parametrul de deformare [3, 4] al algebrei Lie [vezi (1.8)]. Aceste ecuaţii admit 
soluţia periodică: 
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  ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1ωcos
32

ω
,ωsin 0

0 −== ttHtt
ϕ

ϕϕ ,    (3.25) 

unde 0ϕ  este o constantă de integrare şi λ32ω 41×=  este frecvenţa de oscilaţie a câmpului 

gravitaţional descris de câmpurile gauge ( )xei
µ  şi ( )xAab

µν . Această soluţie nu are singularităţi şi 

este valabilă pentru cazul unei constante cosmologice negative: 0λ12 2 <−=Λ . Pentru a trata 
cazul unei constante cosmologice pozitive, trebuie să folosim grupul anti-de-Sitter ( )3,2SO . 
   Este posibil să se obţină şi alte soluţii ne-singulare, presupunând o dependenţă de timp a 
„constantei” cosmologie. În mod analog se pot determina soluţii ne-singulare în cazul teoriilor 
gauge cu grupuri interne de simetrie. 
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