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Obiectivul 1: Formularea teoriei gauge generale cu grupul structural
SU(n)x SO(p, q)
1.1. Obtinerea ecuatiilor de structura ale grupului gauge
Grupul SO(p,q)are dimensiunea egalda cu m( m-1)/2 unde m = p + g, iar grupul

SU (n) este ne-abelian, avand dimensiunea n” —1. Generatorii infinitezimali ai grupului
SO(p,q) sunt notati prin M, ,a,b=123,..,m, iar cei ai lui SU(n) prin
T.,a=123,.,n" —1. in general, M, =L, +%,, unde L, sunt operatorii momentului
cinetic, iar X , noteaza generatorii de spin in reprezentarea considerata. Ecuatiile de structurd ale
grupului SU(n)x SO(p,q) sunt [2, 7]:

[MalﬂMcd ] = nbcMaa' _nacha' _nba’Mac + naa'Mbc > (1.1a)
[Ta,TB]=fJgTy, (1.1b)
[M,,.T,]=0, (1.1c)
unde
N =diag| L1,...,1,—1,-1,...,-1
—_—
p q
este metrica Lorentz m-dimensionala, iar ayﬁ =- fBL sunt constantele de structurd ale grupului

SU (n) In cazul particular al grupului SU (2) constantele de structura fa% coincid cu tensorul
complet anti-simetric ~ €,5,, cu proprietatea &,3 = +1. Ecuatia (1.1c) arata cd grupul

SU (n)x SO(p,q) are structura unui produs direct. Pentru a descrie campul gravitational vom
alege grupul gauge SO(1,4), care are dimensiunea m=p+qg=5. Deci, vom avea
a=b=0,1,2,3,5, saunotdnd i, j,k =0,1,2,3, vom scrie a =1,5 etc.

1.2. Definirea derivatei gauge invarianta
Definim derivatei gauge invariantd asociatd grupului de simetrie locala

SU(n)x SO(p, q) prin relatia [2]
vV, ®(x)= (au + %Ajbzab +g"AT, ]CD(x), (1.2)

unde Aﬁb (x) = —Aﬁa (x) sunt potentialele gauge SO( D, q) care descriu campul gravitational, iar

Ay (x) sunt potentialele gauge interne asociate grupului SU(n). Cantitatile g’ si g" noteaza

constantele de cuplaj ale interactiunilor gravitationald si respectiv a campurilor gauge interne.



In cazul particular al grupului SU (2)>< SO(1,4), potentialele A:f (x) corespund starilor de
izospin,  iar Aﬁf (x) se descompun in doud parti: conexiunea de spin
O} (x)= Al (x), 4,7 =0,1,2,3 si tetrazii e, (x)= A, (x).

1.3. Obtinerea expresiilor generale ale tensorilor asociati potentialelor gauge

Pentru a determina tensorii asociati campurilor gauge Asvb (x) si Ag (x), vom calcula

comutatorul [V” ,V, J Folosind ecuatiile de structura (1.1) obtinem [7]:

V..V, Jo(x)= {%[auAj” —0,4% + g4 4t — a2 4 e, +

(1.3)
+(0,4% — 0, 4% + g"e™ 4P AT )T, Y (x)
Daca folosim definitia generala
V..V, o) - (%F:i”zab + g"G:i‘vTa]@(x), (1.4)
si identificam ecuatiile (1.3) si (1.4), atunci rezulta
F® =0,4% —0,4% + g'(42 4 — 42 4, (1.7)
Go =0,A4) -0, 4% +g"e 4D A]. (1.6)

In cazul particular SU(2) xSO(1,4), alegem a =i,5;b=j,5,c=k,5,cu i,j,k=0,123 si

notam A:f = ZXeL ; atunci ecuatia (2.6) devine[10]:

Fl=0,47 0,47 + g'(4} 47 — 4} 4Y )-42>g'(ele] —elel), (1.7)
Fu’v = 8“6\’, —ave; +g'(A,’(“e\'f - A,’We:f). (1.8)

Pentru un model Riemann-Cartan, cantitatile FJV sunt interpretate drept componentele torsiunii

T! | iar prv - ale curburii R

v 9 spatiului-timp.

i
Y

Obiectivul 2: Obtinerea ecuatiilor de cimp pentru potentialele gauge

2.1. Construirea integralei actiunii pentru potentialele gauge

Potentialele gauge A :f (x ) , ei (x) descriu campul gravitational, iar A:‘ (x) - proprietatile
interne (izoapinul, hipersarcina, etc.) ale sistemului fizic considerat. Tetrazii 9:1 (x) pot fi folositi
pentru a defini un tensor metric:

g =MNje.e 2.1

unde M; = diag(l,l, 1,—1) este metrica Lorentz.

Cu ajutorul potentialelor gauge construim integrala actiunii pentru modelul considerat.
Aceasta contine doi termeni, unul corespunzator sectorului SO(p,q) si celalalt sectorului

SU(n):

1 1
Seny =[d*xe| - F- (7,13 )G G™ |. 2.2
e = | 167G 4Kg" ( o ﬁ)Guv } (2.2)
In aceasta expresie am folosit definitiile:
F=Fighe!, e=detle!), (23)



unde &*(x) noteaza inversul lui e, (x), adica

eil e =9,, efl el = 83 (2.4

. 1
In cele ce urmeaza vom alege 7 r(T olp ) =Ky 51 T, = 5 G,,unde ¢, sunt matricele lui Pauli.

Constanta gravitationald G din (2.2) este singura cantitate dimensionala, deoarece vom alege
sistemul de unitati A=c=1.
2.2. Obtinerea ecuatiilor de camp prin metoda variationala

Impunem conditia 8Sy;, =0 (principiul variational) in raport cu potentialele AS (x),

A:f (x), eil (x) Atunci, obtinem urmdtoarele ecuatii de camp

1
By 4B —
;au(eG‘W )+ eb 4G =0, 2.5)
i1 i
F, —EFeu =8nGT,, (2.6)
unde T Lf este tensorul energie-impuls [3, 7] al cAmpurilor gauge A:‘ (x)
i 1 i L A
Tu = Kg'z (— GSpGap +Z€ungGg j, (27)

si respectiv
F, =0. 2.8)

in cazul grupului SU (2)>< SO(1,4), ecuatiile (2.5) determina starile de izospin, cele din (2.6)
corespund ecuatiilor lui Finstein, iar (2.8) aratd ca avem un spatiu fard torsiune. Ele sunt
cunoscute sub denumirea de ecuatiile Einstein-Yang-Mills (EYM). Prin integrarea ecuatiilor
EYM se obtin potentialele gauge ca solutii.

2.3. Formularea conditiei de auto-dualitate

Se pot obtine mai usor solutii ale ecuatiilor de cAmp daca impunem conditia de auto-dualitate
pentru tensorul cdmpurilor gauge. Pentru aceasta definim tensorii duali

G, = %E € ups G 2.9)

FY = %\/5 Eupe (2.10)
unde g = det(gMv ), € wpo este tensorul Levi-Civita complet anti-simetric (€53 = +1) si

G — gprgch;xx’ Fabeo _ gprgch&b. Q.11
Atunci, conditia de auto-dualitate inseamna satisfacerea relatiilor:

Ge, =iGS, F =iFy. (2.12)

Acestea sunt ecuatii diferentiale de ordinul intai, spre deosebire de ecuatiile EYM care sunt de
ordinul al doilea si obtinerea solutiilor pentru ele este mai simpla. Orice solutie a ecuatiilor de
auto-dualitate (2.12) este si solutie a ecuatiilor EYM dar nu si invers.

Obiectivul 3: Aplicatii la cazul simetriei sferice
3.1. Obtinerea unor solutii cu simetrie sferica
In cazul simetriei sferice spatiul-timp Minkowski este dotat cu metrica

ds” = dr® +r*(d0 +sin® 0dg? ) dr”. G.1)



Vom prezenta trei exemple de solutii obtinute pe baza rezultatelor anterioare.
1) Solutii cu constanti cosmologica.

Consideram cazul cand cAmpurile gauge SO(1,4) au forma [2, 3, 7]:
ey =(4,0,00), e, =(0,B,0,0), e;=(0,0,rC0). e, =(0,00,7Csin6), (3.2)
si
01 12 13 .
AY' =(U0,0,0), 4> =(0,0,w,0), 4 =(0,0,0,Zsin0)
A7 =(0,0,0,V cos0), 47 =4 =(0,0,0,0)
unde 4, B, C, U, V, Z si W sunt functii numai de variabila 7. In plus, vom parametriza cAmpurile
gauge SU (2) astfel:
A=uT;dt + w(Tdo - T, sinbde)+ T, cos0d g, (3.4)
unde # §i w sunt, de asemenea, functii numai de r. Atunci. Considerand constrangerile

(3.3)

1
A= 2 =JN , C =1, unde N(r) este o noua functie pozitiv definitd, obtinem:

(Nw')’ _ W(w2 —1) u’w

r? N’
, N 2uw?
( u) = . (3.5)
2 2.2
w u-w
+ =0,
r rN
1 rPu? utw? w?—1) Ar?
—(PN"+ N 1)+ + + Nw'? +i——+ —— =,
2 2r 2
. | L 3 : 3 .
unde am folosit K = E $i unitdti ——=1. Aceste ecuatii admit urmdtoarea solutie

(Schwarzschild-Reissner-Nordstrom-de-Sitter) de tipul black hole color [4,5,6]:
2 241 A
u(r):u0+2, W(I")ZO, N(I")Z __m+Q - —?I/‘z,
7 » ,

unde A =—12A% este constanta cosmologica. Ecuatiile (3.5) admit si solutia (Schwarzschild-
deSitter) auto-duala:

(3.6)

u(r)zO, w(r):il, N(r)z —Z—m—%rz. (3.7)
r

Spre deosebire de acesta, solutia (3.6) nu este auto-duala.

Prin contractia A — 0, grupul SO(1,4) trece in grupul Poincaré cuplat cu grupul izospinului.
Solutiile ecuatiilor de camp sunt date in acest caz de (3.6) si (3.7) in care trebuie sa luam A =0.
Deci, teoria gauge Poincaré nu admite o constantd cosmologica.

2) Model bazat pe grupul gauge cuantic G x SU (2)

Grupul gauge gravitational G are generatorii P, =—i0,, a =1,2,3,0, considerati ca operatori
diferentiali i care comuta intre ei [12]:

2. By ]=0. (3.8)
Generatorii grupului SU(2) sunt notati prin 7,,a =1,2,3 si satisfac relatii de comutare ca in

(1.1b). Campurile gauge interne si gravitationale cu valori in algebra Lie sunt:



A,(x)= 4! )1, C,(x)=Cl(x)P,. (3.9)

H H a
Alegem aceste campuri gauge cu simetrie sferica, de forma [1]

-1 sinf —1 U
cr=u(r)cy="—,co =" ! :—A,Aﬁ =v(r),  (3.10)
rg rgsinf 1- gU(r)
unde U, V sunt functii numai de 7, iar g este constanta de cuplaj gravitationald. Atunci, ecuatiile
de camp corespunzatoare sunt [1]:

(1—gU)rV"+2V")—grVU" —2gVU' =2grV'U' =0, (3.11)

2¢rU'(1-gU) 2U -gU?* =0. (3.12)
Solutia generala a ecuatiei (3.12) este [1]:

1+ 1+¢
VI

U(r)=———", (3.13)
g
unde a este o constantd arbitrard de integrare. Alegdnd a = - 2Gm, solutia (3.13) conduce la
metrica Schwarzschild [1]:
dr? . 2G
ds® =—2 412 (d0? +sin® 0dg? ) 1- 22 |ar?. (3.14)
1— 2Gm r
r

Corespunzator, din (3.11) obtinem doua solutii pentru potentialele gauge SU(2):

AQENIEES Vz(r)=,/r:a- (3.15)

Aceste rezultate aratd cd, in cazul considerat, existd numai cuplaj gravitational intre cAmpuri, dar
nu si cuplaje interne SU(2), deoarece solutiile obtinute nu contin constanta de cuplaj a lui SU(2).
Modelul prezentat permite cuantificarea cdmpului gravitational prin metoda integralei
functionale [10] ca in cazul teoriilor gauge interne. Deoarece grupul gauge G se considera aici ca
o simetrie pur internd, proprietatea de re-normare este asiguratd pentru modelul nostru gauge de
unificare [1,10].
3) Solutie pentru cimpurile gauge pe spatii-timp necomutative.

Presupunem ci spatiul-timp este ne-comutativ, avind coordonatele x" = (7,6, (p,t) care
satisfac urmatoarele relatii de comutare:

[x“,xv]: e, (3.16)
unde ®" =-@™ sunt parametrii constanti ai modelului. Vom alege cazul ne-comutativititii
spatiu-spatiu [2], si vom presupune cd singurele componente ne-nule sunt@'? = -@*! = e,
unde O este un parametru constant de deformare. Pentru descrierea diferitelor campuri gauge
folosim produsul star "+", definit prin relatia [2, 3]:

i @HVé;L@év
(@ *¥)x) = D(x)e? P (x). (3.17)
Presupunem apoi ca grupul gauge este SU (2)>< SO(1,4) si notam campurile (potentialele) gauge

i

u()c). Definim metrica spatiului-timp ne-comutativ

pe spatiul-timp ne-comutativ prin AS (x), e

prin relatia:
A 1 N AN N
gw(x,(a)zanij e, xe, +e, *e, |. (3.18)

Folosind aplicatia Seiberg-Witten [2, 3, 13], obtinem urmatoarele corectii [2, 3]:



- pentru campurile gauge SU(2) interne (cu solutia comutativa (3.7)):

1:133 +c056+%sin9 ®+0(®2)

(3.19)
A5 =uy+ 21002
r
- pentru metrica Schwarzschild:
n 1 aldr-3a
gn=—"- (2 )2 0> +0(0"),
1_E 16~ (r-(x)
r
2 2
g, =24 2 T Tart 1707 6o | g4, (3.20)
32r(r-a)
2 2 2
§33=r2sin29+(r +or-o )cos O—Q(Zr—a)ez+0(e4),
16r(r—a)
. -11
S0 :_(1_gj_a(8r—4a)62 +0(0%),
r 167

unde o =2Gm . Aceste solutii sunt utile pentru determinarea unor caracteristici cuantice ale
gaurilor negre (black holes) cum ar fi temperatura, entropia, etc.
3.2. Stabilirea conditiilor ca ecuatiile de cimp sa admita solutii ne-singulare
Construim integrala actiunii cAmpurilor gauge eil (x) sub forma [2, 14]:
1 4
Sg = _@Id x[F +€01(t)f1(11)+¢2(t) 2(12)+ V((Pp(l’zl)]’ (3.21)
unde /; si /,sunt doi invarianti ai teoriei, iar ¢, (t) si @, (t) sunt multiplicatori Lagrange
introdusi pentru a asigura existenta unor solutii fara singularitati. Potentialul V((ol , (/)2) satisface
conditiile:
ov ov
f1(11)=__a f2(12)=__- (3.22)
op, 09,
O alegere corespunzitoare a functiilor f; (I | ) si f, (I ) ) este [14]:
. 1/2 .
fHn)=1,, f£L)==J1, .1, =F—\/§(4FH’FZ.” —F2)/ , I, =4F|F}' = F?*. (3.23)
Cunoscand metrica spatiului-timp, cu relatiile (3.22) si (3.23) determindm functiile f; (I | ) ,
1o (12 ) si potentialul V((pl P )
3.3 Construirea solutiilor gauge nesingulare. Vom considera cazul metricii Robertson-

Walker g, = diag(a(t)2 ,rza(t)2 ,rza(t)2 sin” 0,- 1) si vom presupune ¢, (¢)=0. Notim
®, (t) = (o(t) si corespunzitor V(O, ®, ) = V((p). Atunci, impunand principiul variational
SSg =0 in raport cu a(t) sl @, (t) = (p(t), obtinem urmatoarele conditii care asigura existenta

solutiilor ne-singulare:

' ' 2 2 2
H’E(“—j — g, ()= (3.24)
a H

unde A este parametrul de deformare [3, 4] al algebrei Lie [vezi (1.8)]. Aceste ecuatii admit
solutia periodica:



o(t) = @, sin(wt), H(t) N0 [cos(wz)-1], (3.25)

1/4

unde @, este o constantd de integrare si @ =2x37" A este frecventa de oscilatie a cdmpului

gravitational descris de campurile gauge e:L (x) si A:Vb (x) Aceasta solutie nu are singularitati si

este valabild pentru cazul unei constante cosmologice negative: A = —121% < 0. Pentru a trata
cazul unei constante cosmologice pozitive, trebuie sa folosim grupul anti-de-Sitter SO(2,3).

Este posibil sd se obtind si alte solutii ne-singulare, presupunénd o dependenta de timp a
,constantei” cosmologie. In mod analog se pot determina solutii ne-singulare in cazul teoriilor
gauge cu grupuri interne de simetrie.
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