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Obiectivul 1. Construirea integralei actiunii gauge invarianta
1.1.Calculul integralei actiunii pentru campul scalar in prezenta campurilor gauge

Campul gravitational poate fi descris ca si celelalte cAmpuri (electromagnetic de exemplu) in cadrul unei
teorii gauge. In acest scop se pot folosi ca grupuri gauge (de simetrie locald) grupul Poincaré ISO(3,1), grupul
de-Sitter SO(4,1) sau anti-de-Sitter SO(4,1), grupul transformarilor afine A(4,R), etc. Principala problema care
apare intr-o astfel de teorie este cea a cuantificarii campului gauge gravitational. Orice teorie cuanticd, inclusiv
pentru campul gravitational, trebuie sa fie renormabild. Aceastd proprietate —de a fi renormabila — constituie in
prezent una dintre problemele cele mai importante pentru teoria cuanticd a cadmpului gravitational, care isi
asteapta inca rezolvarea.

O cale posibild pentru obtinerea unei teorii cuantice a cAmpului gravitational este aceea in care grupul
gauge gravitational [ISO(3,1), SO(3,2), etc.] se considerd ca un grup de simetrie pur internd [10]. Aceasta
inseamna ca coordonatele spatiului-timp vor raimane nemodificate fatd de transformarile grupului gauge, dar se
vor modifica corespunzator formulele de transformare ale campurilor gauge si materie.

In cadrul activititilor de cercetare previzute in planul de realizare a proiectului nostru pentru etapa
2009/unica, am folosit ca grup de simetrie locald (gauge) o deformare a grupului de-Sitter SO(4,1) determinata
de un parametru real 4. Aceasta permite s se introduca in model si constanta cosmologica A a cérei valoare
este determinati tocmai de parametrul A[1]. In limita A — O (proces care este numit contractic a grupului)
constanta cosmologicad A se anuleaza iar grupul de-Sitter SO(4,1) trece In grupul Poincaré ISO(3,1). Aceasta
inseamna cd o teorie gauge a campului gravitational bazata pe grupul Poincaré ISO(3,1) [10] nu este adecvata
pentru construirea unor modele cosmologice. De aceea, in lucrarile noastre am folosit grupul de-Sitter (o
deformare a sa) pentru a descrie gravitatia printr-un model care sd includa si constanta cosmologica.

Generatorii  infinitezimali ai  grupului  de-Sitter SO(4,1) (in  numar de 10) sunt
Jp =—Jpe» @, =0,1,2,3,45; In cele ce urmeaza vom folosi insd notatiile 17, =J s si M, ,=J , =L,z + %Zaﬂ ,

a,f =023, unde L, au semnificatia operatorilor momentului cinetic, iar X _; sunt operatorii de spin intr-o
reprezentare m-dimensionald corespunzatoare campurilor materie considerate (notate mai jos prin
@, J=L12,...m). In limita A — O generatorii /7, trec in cei ai translatiilor spatio-temporale P, care corespund
la operatorii impulsului, iar M, , raman nemodificati, genereaza transformarilor Lorentz si au semnificatia
operatorilor momentului cinetic total.

Considerdam apoi un multiplet de cdmpuri materie ¢, j =1,2,..,ma caror dinamica este descrisa de

Lagrangianul L,, (goj,aa(oj) si construim integrala actiunii, pe care o presupunem invariantd global fata de

SO(4,1), sub forma obitnuita
Sy :'[d“xLM((oj,aa(Dj), (1)
unde x = (x"), u#=0,1,2,3 noteaza coordonatele spatiului-timp Minkowski. Admitem apoi ca actiunea S,, este

invariantd si fatd de transformarile gauge (locale) ale grupului de-Sitter SO(4,1). Spre deosebire de modelele
considerate de alti autori in mod obisnuit, vom scrie transformarile de-Sitter (spatio-temporale) ca transformari
gauge pur interne [1], adica:

x* = X" =x", (2a)

¢,(x) = ¢} (x)= ((+ ©p, Jx). (2b)
unde



© = L&’ (x)+ 2’ (x)1] + 0 (x)v,10, —%wyd(x)Zﬂ; ride”(0)E

5
: 3)
= iey(x)Hy —%a)7§(x)My5
Aici, cantitatile #; depind numai de coordonatele spatiului-timp x*, ©=0,1,2,3 si sunt date de expresia
ty = ZUﬂﬁxaxy - 025;; o’ = X", 4)

My = diag(— 1,1,1,1) fiind metrica Minkowski. In ultima expresie a lui ® din relatia (3), marimile &’ (x) si
a)yﬁ(x)=—a)§7 (x) noteazd parametrii infinitezimali (dependenti de coordonate) ai grupului gauge de-Sitter
S0(4,1).

Ca in orice teorie gauge, introducem campurile (potentialele) gauge gravitationale B’ (x) si

B’ (x)=—-BY(x) care corespund la generatorii IT , sirespectiv M ;. Definim apoi derivata gauge covariantd

. I s
V,=0,+B,, B,=-iBIIl, +EngMy5. (5)
Echivalent, aceasta derivata se poate fi scrisa si sub forma [1, 7, 9]
i .
V,=¢€0, + ZBgfzyg —iAB!Y ., (6)
unde
e, =06, + B+ Bt + Bl’x; . (7)

Formulele de transformare ale cAmpurilor gauge B”, B’ si implicite’, fatd de grupul gauge de-Sitter SO(4,1) au
fost obtinute in lucrarea noastra [1].
Pentru ca integrala actiunii (1) sd ramana invarianta si fatd de grupul gauge (local) de-Sitter trebuie sa

inlocuim in expresia Lagrangianului L,, ((o j,8agoj), presupus initial invariant global, derivata obisnuitda 0, prin

derivata gauge covariantd V, si sa introducem factorul e = det(e*i) sub semnul integralei, unde e, noteazi
matricea inversd a lui &/, adica eje"li =9 . Asadar, actiunea extinsd minimal si invarianta fata de grupul gauge
de-Sitter SO(4,1) are expresia
AT 4 -1
SM(¢j,e)—jd xe LM(goj(x), Vagoj(x)). )
In particular, pentru un cAmp materie scalar real q)(x)de masa m, actiunea invarianta fata de grupul gauge de-
Sitter (considerat ca grup de simetrie pur interna), are forma

SM((D;e)='[d4xe1(da(0d”go—%mz(pzj, 9)

unde d, =e0,. Aici, V ¢ sereduce la d,¢ deoarece campul scalar apartine reprezentdrii banale unitate.
1.2. Calculul integralei actiunii pentru cimpul spinorial in prezenta cimpurilor gauge

Conceptul de simetrie SO(4,1) pur internd impreuna cu principiul gauge ne permit sd descriem, ca si
anterior, cuplajul minimal dintre un camp spinorial si cdmpurile gauge gravitationale. Conform conceptului de
simetrie SO(4,1) pur internd, campurile gauge si transformarile lor nu interfera cu structura spatiului-timp fixat
apriori prin conventia facuta (simetrie pur internd) si geometria corespunzatoare acestui spatiu ramane separatd
de fizica descrisa de campurile gauge SO(4,1).

Consideram acum un camp spinorial l//(x) de masa m. Actiunea invarianta global fatd de grupul
SO(4,1) este datd de expresia

Su=] d“xBW“(ﬁaw)—%(aav?)y“w - mw} : (10)

Aici, y“ sunt matricile Dirac care satisfac algebra Clifford obisnuita {y/“,;fﬂ }: 27" | iar operatorii de spin au

expresiile X, = %[}/a,yﬁ].



Avand 1n vedere ipoteza cuplajului minimal admisa anterior, putem scrie actiunea gauge invariantad
pentru campul spinorial 1//(x) sub forma

_ i . (o N\ _
Suly.7:e,B)=[d'xe {EW y (Vau/)—E(Vau/)y w—mu/w] (11)
Datorita faptului ca l//(x) este un camp spinorial, Tn expresia actiunii (11) intrd acum si campurile gauge

gravitationale B/ si B’ prin intermediul derivatei gauge covariante V.

1.3. Calculul integralei actiunii pentru cimpul vectorial cu masa nenula in prezenta campurilor
gauge
Consideram acum cazul unui cadmp vectorial 4, (x), 4 =0,1,2.3cu masd nenuld m . Integrala actiunii

invariantd global fatd de grupul de-Sitter SO(4,1) are expresia

Sy = d%[—%FaﬁF“ﬂ +%m2AaA“},

unde F,,=0,4—0,4, este tensorul asociat campului vectorial 4, (x). In particular, putem considera
campurile gauge A4, (x)= 4%(x)T, , cu valori in algebra Lie, asociate unui grup de simetrie interna, de exemplu
SU(n), avand generatorii infinitezimali 7,,k =12,...,N. Operatorii de spin au In acest caz expresiile
(Zaﬂ )75 =2i (77577; - 77(‘577;) corespunzatoare reprezentdrii vectoriale a grupului de-Sitter. Integrala actiunii gauge

invarianta fata de grupul de simetrie de-Sitter corespunzatoare cuplajului minimal va avea expresia
1

Su(4se,B)=| d4x[—zﬁaﬂﬁaﬂ + %mzAaA“} : (12)
unde ﬁaﬁ =V,4; -V A4,. Pentru campul vectorial 4, (x) derivata gauge covarianti are forma
VA, =d, A, —Bl,A4, + B} A, . Dacd 4, (x) este campul gauge U(1) atunci formula sa de transformare fata
grupul U(1) este 4, — 4, +V _6(x), unde &(x) este parametrul (dependent de coordonate) la lui U(1). Trebuie
subliniat insa ca tensorul ﬁaﬂ nu este in general invariant U(1).
In cazul unei teorii gauge definita pe un spatiu-timp ne-comutativ (NC) [5, 6] am folosit produsul-star

* covariant [4] intre cAmpuri. Integrala actiunii cAmpurilor gauge A4, (x) are expresia

1 4_Aapf . S o T
Sy =5 |d'5GT Fy xG” 5 Fy,, (13)
2g
unde G noteazd metrica gauge covarianta pe spatiul-timp NC, Faﬂ este tensorul cmpurilor gauge 4, (x), iar

g este constanta de cuplaj gauge. Pentru un camp materie scalar ¢)(x) integrala actiunii care conduce la un
model renormabil la toate ordinile intr-o teorie perturbativa are forma [15]

_ 4 l a l 2 i
S, =[d p(zpawp pra|mertag s pptererere .

Aplicatii la cazul campurilor gauge cu simetrie sferica sunt prezentate in lucrarile noastre [2, 3, 4, 8].

Obiectivul 2. Calculul functiei de partitie materie in prezenta cAmpurilor gauge
2.1. Obtinerea functiei de partitie cu o bucla pentru campul scalar in prezenta campurilor gauge
In cadrul lucririlor noastre am determinat functia de partitie Z, p [e] cu o bucla si am studiat comportarea acesteia
fatd de o transformare de scala (rescalare). Contributia cAmpului scalar go(x) la functia de partitie este data de
expresia [11] este data de expresia
Z,le]= [ Dpeetee), (14)

unde §,, (go; e) este actiunea gauge invarianta fata de grupul de-Sitter pentru campul scalar (p(x) data de formula
(9). Efectuand o integrare prin parti formula (9) poate fi scrisa sub forma

Sy (ie) =2 oM, (elo). (13)



a 2 . . .. A a . .
unde M, (e)= -V _ V% —m" este operatorul hiperbolic al fluctuatiilor de camp. In relatia (15) simbolul ( Y2 (p)

noteazd produsul scalar in spatiul functiilor scalare reale: ( ;(,(p)_'.d“xe"1 7 @. Dupd o integrare Gaussiana

expresia (15) poate fi adusa la forma standard
Z, [e]= exp{% Indet M, (e)} . (16)

Pe de altd parte, determinantul functional [12] al unui operator M se poate exprima cu ajutorul functiei zeta
generalizatd ¢ asociata cu ajutorul formulei:

Indet M =—limu_)0di§(u;,u;M), (17)
u

unde, prin definitie, £ (u; M )= 12trM ™ iar u este un factor de scald. Aplicand acest rezultat pentru
operatorul M, putem scrie (introducand factorul de faza u )

Zw[u;e]: exp[{'(O;u;M(p(e))J. (18)
Efectudnd transformarea de scala u — g = Au, functia de partitie Z, devine [7, 9]
Zw[ﬁ;e]:Z(p[,u;e]expllnﬂ.g”(O;y;M(p(e))J. (19)

Pe de alta parte, functia & (u; M ) poate fi exprimata si ca transformata Mellin a nucleului de caldura (heat
kernel) [13]

. 2u
(s ;M )= LJ. ds(is)' "' TrexplisM ). (20)
(u)®
Folosind aceastd expresie se obtine urmatoarea proprietate de transformare a functiei ¢ la schimbarea de scala
pu—> = 9]
§'(0; ;M) = & (0; M )+ 2In A& (0; 41 M ). 21

Acest rezultat aratd ca transformarea determinantului functional [vezi definitia (17)] fata de rescalare este
complet determinatd de ¢ (O; ;M ) Asadar, pentru a analiza proprietatea de renormare a teoriei gauge

formulate este necesar sa calculam functia ¢ (0; ;M ) pentru cazul cand M este unul din operatorii specifici
modelului nostru: M, (e) - pentru cadmpul scalar [vezi (15)], M, (e,B) - pentru campul spinorial [vezi (23)], sau

M, (e,B) - pentru cazul campului vectorial [vezi (29)]. Acest lucru va fi prezentat in cadrul Obiectivului 3.

Studiul proprietatii de renormare a teoriei formulate ale carui rezultate sunt expuse mai jos.
2.2. Obtinerea functiei de partitie cu o bucld pentru cimpul spinorial in prezenta campurilor
gauge
In cazul cAmpului spinorial l//(x) functia de partitie este datd de integrala functionald Grassmann [7]

ZV,[e,B]:IDVDweXp[iSM(l//,V;e,B)], (22)
unde S, (1//,17 ; e,B) este actiunea gauge invariantd din (11). Efectudnd apoi o integrare Grassmann, obtinem
Z, e, B]= exp{%ln detM, (e,B)} , (23)
unde operatorul hiperbolic de fluctuatii este acum de forma [9]
M, (e,B)=-D,D" + %Faﬂzaﬂ -m’. (24)

Aici D, =V, +B, si F,, este 2-forma de curburd a cAmpurilor gauge SO(4,1) B.(x) si BY(x)=-BY (x) [9].
Folosind din nou definitia (17), putem deduce din (23) contributia campului spinorial la functia de partitie
normata la factorul de scala

Z.,[u;e,B]=exp[—%g'(o;u;MW(e,B))} (25)

exprimata cu ajutorul functiei ¢ .
Cu ajutorul proprietatii (21) deducem urmatoarea formuld de transformare a lui Z, [y;e,B] la o

schimbare de scala u — i = Au



Z, [ﬁ;e,B] =Z, [,u;e,B]eXpl— InA ((O;,u;MW (e,B))J. (26)
Pentru a analiza proprietatea de renormare a teoriei gauge formulate trebuie deci sa determinam functia

¢ (O; wM, (e,B)). Acest lucru va fi prezentat in cadrul Obiectivului 3 unde studiem proprietatea de renormare
cu ajutorul functiei de partitie cu o bucla pentru cdmpul spinorial.
2.3. Obtinerea functiei de partitie cu o bucla pentru campul vectorial cu masa nenuld in prezenta
campurilor gauge
Contributia unui camp vectorial 4, de masa nenuld m la functia de partitie are expresia
Z le,B]= [ D4, expliS,, (4se, B)], 27)
unde S, (A;e,B) este actiunea gauge invariantd a acestui cAmp in prezenta campurilor gauge [vezi ecuatia
(13)]. Pentru calculul acestei functionale, folosim metoda Fadeev-Popov [12[. Pentru aceasta alegem un etalon
determinat de o conditie gauge F [AZ]= G(x) si inserdm unitatea 1= _[ DO DA, 5(F [Aj]—G(x))detM +(4) in
expresia (27). Obtinem astfel
Z,le.B]= [ DO D4, 5(F[4]- G(x))det M, (A)expliS,, (4:e, B)]. (28)
Deoarece determinantul Fadeev-Popov M. (A) este gauge invariant, in (28) putem face transformarea

A, —> A, +V 0 fard a afecta rezultatul. Particularizdnd conditia gauge de mai sus sub forma F [Ag ]= -V, A7,

operatorul Fadeev-Popov devine M F(e,B)z—VaV“ integrala (28) devine Gussiana si poate fi calculata
obtinandu-se

Z [e.B]=detM, (e,B)eXp{— %m det M, (e,B)} : (29)

Ca si in celelalte doua cazuri, putem ardta ca transformarea aceastei functionale la o schimbare de scald
M1 —> i =Au este complet determinatd de functia zeta ¢ (0; M F(e,B)). Calculul acesteia din urma este
prezentat mai jos in cadrul Obiectivului 3.

Obiectivul 3. Studiul proprietitii de renormare a teoriei formulate
3.1. Analiza proprietatii de renormare
Calcularea actiunii cuantice efective pentru diferite tipuri de campuri care sa fie regularizata si renormata la
nivelul uni-bucla se poate efectua intrebuintdnd metoda functiei ¢ generalizate [1, 9]. In multe cazuri (de

exemplu in calcului actiunii efective) aceastd metodd conduce In mod natural la anularea divirgentelor
mentinand termenii fizici necesari in rezultatul final. Daca considerdm cazul particular al unui camp scalar (o(x)
pentru care avem definit operatorul hiperbolic al fluctuatiilor M w(e), atunci actiunea efectiva este data de

derivata functiei { corespunzatoare calculatd in u = 0[14]

1 d
Sylo.el=2 -l M, (@), - (30)
2 du
Este foarte important de remarcat cd existd o legaturd importantd intre prezenta unor poli in functia ¢ si
coeficientii ck(x),k:0,1,2, ..... ai nucleului de caldurd (heat kernel) K(u;x, y). Folosind aceste proprietati,
prezentim rezultatele obtinute de noi pentru coeficientii c,,c, (c,=1) si determinim actiunea efectiva

minimald a cdmpurilor scalare, spinoriale si vectoriale cu masa nenuld care este compatibila cu cerintele de
renormare pana la nivelul uni-bucla.

3.2. Obtinerea termenilor de anomalie
Pentru calculul lui & (0; M ), care determind complet transformarea functiei de partitie, folosim
expresia functiei ¢ datd in (20). Introducand apoi rezultatul obtinut In expresia integralei functionale si luand

limita # — 0 se obtin termeni singulari care constituie anomaliile modelului considerat. Renormarea oricarei
teorii care include campuri gauge dinamice cere ca aceste anomalii, care sunt expresii polinomiale in campurile

gauge (in cazul nostru e’ si B’°) si derivatele lor, si poati fi absorbite in actiunea clasici a acestor cAmpuri

gauge. Asadar, pentru determinarea explicitd a dinamicii campurilor gauge consistentd cu renormarea trebuie in
final sa evaluam diferite functii ¢ .



Vom scrie operatorul de fluctuatie sub forma generala M =D ,D“+E, D,=V_ + N, unde E si
N, sunt operatori ale caror expresii depind de tipul cAmpului considerat (scalar, spinorial, vectorial). Precizam
cd tensorul F,; al cdmpurilor gauge SO(4,1) are componentele: F, =T/,; F, 7= RZZ (notatiile arata legatura cu
modelel geometrice definite pe spatii-timp Riemann-Cartan cu torsiune 7, si curburd R(ZZ ). In cercetarile
noastre am considerat numai cazul 7/, =0, adicd avand torsiunea nula.

Nucleul de caldura K (u;x, y) satisface ecuatia

(£+MXJK(u;x,y):0, (1)
ou
unde M _ noteaza derivata lui M in raport cux . Pentru y — x si u — 0 putem admite dezvoltarea asimptotica
. r2 (x,y) ©
i _
Klu;x,y)r ————e * ue (x,y). 32
( y) (47m)d/2 ; k( y) (32)

Aici d noteazd dimensiunea spatiului-timp care in cazul nostru va fi luatd d = 4. Expresiile pentru functia
r (x, y) pentru si coeficientii c, (x, y) in limita y — x se calculeaza ipunand conditia ca (32) sa verifice ecuatia
(31). Printr-un calcul direct dar foarte laborios am obtinut expresiile

¢(x)= e g c,(x)= —ivavaR“ﬂaﬂ + iRaﬂ“ﬂRﬁy‘s + LRWRW
6 30 72 180 (33)
1 s 1~ ~. 1 1 1
-——R “ R +—F F’+—-R”4E——|D .|D* E|+=E?
180 @ ¢°F  Typ 6 7 6[[ ]]2

unde £, =V 4, -V, 4, +[4,,4,]
Deoarece anomaliile provin din regiune valorilor mici pentru u (u — 0), putem folosi dezvoltarea
asimptoticd din (32) a nucleului de caldura. Efectuarea integrarii in raport cu u in (20) si pastrand numai

o 1 . < . .
contributia k = 5 din suma dupa £, obtinem in final

{(O;y;M)zmjddelTrcd(x). (34)

3.3. Aplicarea rezultatelor obtinute la cimpurile scalare, spinoriale si vectoriale
In cazul campului scalar operatorul de fluctuatie M (p(e) se obtine luand 1n expresia lui M de mai

sus: E=-m’ §i N, =0. Folosind (34) calculim ¢ (0; WM, (e)) si apoi introducand expresia obtinutd in (18)

obtinem termenul de anomalie pentru cadmpul scalar. Pentru cAmpurile scalare metoda de calcul este analoga,
dar operatoriit £ si N, au forme specifice acestor cazuri. De exemplu, pentru cdmpul spinorial avem

I . . . < . <
N, = ZZ Py (ny + Ta'g ’ ), expresie care devine mai simpla in cazul Taﬂ " = 0 (torsiune nuld). Rezultatele complete

sunt continute in lucrarile noastre [1, 7, 9 ].
Cunoscand aceste rezultate putem construi actiunea minimala pentru campurile gauge. Ca 1n orice
dinamica clasica pentru campuri gauge consistentd cu renormarea, sunt prezenti termenii de anomalie. In

modelul nostru, pentru Taﬂ ” =0, actiunea clasici minimald a cAmpurilor gauge e/ si B’ asociate grupului
SO(4,1) trebuie sa contind urmatorii termeni, daca neglijam divirgentele totale [7]

S yuuge (€, B) = j d‘U{— ﬁ(ze ~2A)+aR’+bR, " ;R + CRWR“M} : (35)

ay &

Aici, G este constanta gravitationald, iar a,b,c sunt constante de cuplaj. Se observa ca folosirea grupului gauge

SO(4,1) introduce automat constanta cosmologici, a cirei valoare este A =-124" [1, 9]. Subliniem ci S gauge

din (35) este invarianta, pe de o parte, in raport cu transformarile gauge (locale) si, pe de alta parte in raport cu
grupul Poincaré global specificd pentru un spatiu-timp Minkowski.
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