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Obiectivul 1. Construirea integralei acŃiunii  gauge invariantă 

1.1.Calculul integralei acŃiunii pentru câmpul scalar în prezenŃa câmpurilor   gauge 
Câmpul gravitaŃional poate fi descris ca şi celelalte câmpuri (electromagnetic de exemplu) în cadrul unei 

teorii gauge. În acest scop se pot folosi ca grupuri gauge (de simetrie locală) grupul Poincaré ( )1,3ISO , grupul 

de-Sitter )1,4(SO sau anti-de-Sitter ( )1,4SO , grupul transformărilor afine ( )RA ,4 , etc. Principala problemă care 
apare într-o astfel de teorie este cea a cuantificării câmpului gauge gravitaŃional. Orice teorie cuantică, inclusiv 
pentru câmpul gravitaŃional, trebuie să fie renormabilă. Această proprietate –de a fi renormabilă – constituie în 
prezent una dintre problemele cele mai importante pentru teoria cuantică a câmpului gravitaŃional, care îşi 
aşteaptă  încă rezolvarea. 

O cale posibilă pentru obŃinerea unei teorii cuantice a câmpului gravitaŃional este aceea în care grupul 
gauge gravitaŃional ( ) ( )[ ].,2,3,1,3 etcSOISO se consideră ca un grup de simetrie pur internă [10]. Aceasta 
înseamnă că coordonatele spaŃiului-timp vor rămâne nemodificate faŃă de transformările grupului gauge, dar se 
vor modifica corespunzător formulele de transformare ale câmpurilor gauge şi materie. 

În cadrul activităŃilor de cercetare prevăzute în planul de realizare a proiectului nostru pentru etapa 
2009/unică, am folosit ca grup de simetrie locală (gauge) o deformare a grupului de-Sitter ( )1,4SO  determinată 
de un parametru real λ . Aceasta permite să se introducă în model şi constanta cosmologică Λ  a cărei valoare 
este determinată tocmai de parametrul λ [1]. În limita 0→λ (proces care este numit contracŃie a grupului) 
constanta cosmologică Λ  se anulează iar grupul de-Sitter ( )1,4SO  trece în grupul Poincaré ( )1,3ISO . Aceasta 

înseamnă că o teorie gauge a câmpului gravitaŃional bazată pe grupul Poincaré ( )1,3ISO  [10] nu este adecvată 
pentru construirea unor  modele cosmologice. De aceea, în lucrările noastre am folosit grupul de-Sitter (o 
deformare a sa) pentru a descrie gravitaŃia printr-un model care să includă şi constanta cosmologică. 

Generatorii infinitezimali ai grupului de-Sitter ( )1,4SO  (în număr de 10) sunt 

5,4,3,2,1,0,, =−= baJJ baab ; în cele ce urmează vom folosi însă notaŃiile 5αα JΠ ≡  şi αβαβαββα Σ+=≡
2
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LJM , 

3,2,1,0, =βα , unde αβL  au semnificaŃia operatorilor momentului cinetic, iar αβΣ  sunt operatorii de spin într-o 

reprezentare m-dimensională corespunzătoare câmpurilor materie considerate (notate mai jos prin 
mjj ,...,2,1, =ϕ ). În limita 0→λ  generatorii αΠ  trec în cei ai translaŃiilor spaŃio-temporale αP  care corespund 

la operatorii impulsului, iar βαM  rămân nemodificaŃi, generează transformărilor Lorentz şi au semnificaŃia 

operatorilor momentului cinetic total. 
Considerăm apoi un multiplet de câmpuri materie mjj ,...,2,1, =ϕ a căror dinamică este descrisă de 

Lagrangianul ( )
jjML ϕϕ α∂,  şi construim integrala acŃiunii, pe care o presupunem invariantă global faŃă de 

( )1,4SO , sub forma obiŃnuită 

 ( )jjMM LxdS ϕϕ α∂= ∫ ,4 ,        (1) 

unde ( ) 3,2,1,0, == µµxx  notează coordonatele spaŃiului-timp Minkowski. Admitem apoi ca acŃiunea MS este 

invariantă şi faŃă de transformările gauge (locale) ale grupului de-Sitter ( )1,4SO . Spre deosebire de modelele 
considerate de alŃi autori în mod obişnuit, vom scrie transformările de-Sitter (spaŃio-temporale) ca transformări 
gauge pur interne [1], adică: 
  ,ααα xxx =′→          (2a) 

  ( ) ( ) ( )( )( )xxx jjj ϕϕϕ Θ+=′→ 1 ,       (2b) 

unde 
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Aici, cantităŃile α
βt  depind numai de coordonatele spaŃiului-timp 3,2,1,0, =µµx  şi sunt date de expresia 
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( )1,1,1,1−= diagµνη  fiind metrica Minkowski. În ultima expresie a lui Θ  din relaŃia (3), mărimile ( )xγε  şi 

( ) ( )xx δγγδ ωω −=  notează parametrii infinitezimali (dependenŃi de coordonate) ai grupului gauge de-Sitter 

( )1,4SO . 

 Ca în orice teorie gauge, introducem câmpurile (potenŃialele) gauge gravitaŃionale ( )xBγ
α  şi 

( ) ( )xBxB δγ
α

γδ
α −=  care corespund la generatorii γΠ  şi respectiv γδM . Definim apoi derivata gauge covariantă 
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Echivalent, această derivată se poate fi scrisă şi sub forma [1, 7, 9] 
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Formulele de transformare ale câmpurilor gauge γδ
α

γ
α BB ,  şi implicit γ

αe faŃă de grupul gauge de-Sitter ( )1,4SO  au 

fost obŃinute în lucrarea noastra [1]. 
 Pentru ca integrala acŃiunii (1) să rămână invariantă şi faŃă de grupul gauge (local) de-Sitter trebuie să 
înlocuim în expresia Lagrangianului ( )

jjML ϕϕ α∂, , presupus iniŃial invariant global, derivata obişnuită α∂  prin 

derivata gauge covariantă α∇  şi să introducem factorul ( )γ
ε

11 det −− = ee  sub semnul integralei, unde 
γ
ε

1−e  notează 

matricea inversă a lui γ
αε , adică γ

α

γ
ε

ε
α δ=−1ee . Aşadar, acŃiunea extinsă minimal şi invariantă faŃă de grupul gauge 

de-Sitter ( )1,4SO  are expresia 

  ( ) ( ) ( )( )xxLexdeS jjMjM ϕϕϕ α∇= ∫ − ,; 14 .      (8) 

În particular, pentru un câmp materie scalar real ( )xϕ de masă m, acŃiunea invariantă faŃă de grupul gauge de-
Sitter (considerat ca grup de simetrie pur internă), are forma 
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unde γ
γ
αα ∂= ed . Aici, ϕα∇  se reduce la ϕαd  deoarece câmpul scalar aparŃine reprezentării banale unitate. 

1.2. Calculul integralei acŃiunii pentru câmpul spinorial în prezenŃa câmpurilor gauge 
Conceptul de simetrie ( )1,4SO  pur internă împreună cu principiul gauge ne permit să descriem, ca şi 

anterior, cuplajul minimal dintre un câmp spinorial şi câmpurile gauge gravitaŃionale. Conform conceptului de 
simetrie ( )1,4SO  pur internă, câmpurile gauge şi transformările lor nu interferă cu structura spaŃiului-timp fixat 
apriori prin convenŃia facută (simetrie pur internă) şi geometria corespunzătoare acestui spaŃiu rămâne separată 
de fizica descrisă de câmpurile gauge ( )1,4SO . 

Considerăm acum un câmp spinorial ( )xψ  de masă m. AcŃiunea invariantă global faŃă de grupul 

( )1,4SO  este dată de expresia 
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Aici, αγ  sunt matricile Dirac care satisfac algebra Clifford obişnuită { } αββα ηγγ 2, = , iar operatorii de spin au 

expresiile [ ]βααβ γγ ,
2

i
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 Având în vedere ipoteza cuplajului minimal admisă anterior, putem scrie acŃiunea gauge invariantă 
pentru câmpul spinorial ( )xψ  sub forma 
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Datorită faptului că ( )xψ  este un câmp spinorial, în expresia acŃiunii (11) intră acum şi câmpurile gauge 

gravitaŃionale γ
αB   şi γδ

αB prin intermediul derivatei gauge covariante α∇ .  

1.3. Calculul integralei acŃiunii pentru câmpul vectorial cu masă nenulă în prezenŃa  câmpurilor 
gauge 

 Considerăm acum cazul unui câmp vectorial ( ) 3,2,1,0, =µµ xA cu masă nenulă m . Integrala acŃiunii 

invariantă global faŃă de grupul de-Sitter ( )1,4SO  are expresia 

  ∫ 
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unde αβααβ AAF ∂−∂=  este tensorul asociat câmpului vectorial ( )xAα . În particular, putem considera 

câmpurile gauge ( ) ( ) k

k TxAxA αα = , cu valori în algebra Lie,  asociate unui grup de simetrie internă, de exemplu 

)(nSU , având generatorii infinitezimali NkTk ,...,2,1, = . Operatorii de spin au în acest caz expresiile 

( ) ( )γ
β

δ
α

δ
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αβ ηηηη −=Σ i2  corespunzătoare reprezentării vectoriale a grupului de-Sitter. Integrala acŃiunii gauge 

invariantă faŃă de grupul de simetrie de-Sitter corespunzătoare cuplajului minimal va avea expresia 
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unde αββααβ AAF ∇−∇=
~

. Pentru câmpul vectorial ( )xAα  derivata gauge covariantă are forma 

γ
γ
αγ

γ
αββαβα λ ABABAdA +−=∇ . Dacă ( )xAα  este câmpul gauge ( )1U  atunci formula sa de transformare faŃă 

grupul ( )1U  este ( )xAA θααα ∇+→ , unde ( )xθ  este parametrul (dependent de coordonate) la lui ( )1U . Trebuie 

subliniat însa că tensorul αβF
~

 nu este în general invariant ( )1U . 

 In cazul unei teorii gauge definită pe un spaŃiu-timp ne-comutativ (NC) [5, 6] am folosit produsul-star 
∗ covariant [4] între câmpuri. Integrala acŃiunii câmpurilor gauge ( )xAα  are expresia 
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unde αβĜ  notează metrica gauge covariantă pe spaŃiul-timp NC, αβF̂  este tensorul câmpurilor gauge ( )xAα , iar 

g este constanta de cuplaj gauge. Pentru un câmp materie scalar ( )xϕ  integrala acŃiunii care conduce la un 
model renormabil la toate ordinile într-o teorie perturbativă are forma [15] 
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AplicaŃii la cazul câmpurilor gauge cu simetrie sferică sunt prezentate în lucrările noastre [2, 3, 4, 8]. 
 
 Obiectivul 2. Calculul funcŃiei de partiŃie materie în prezenŃa câmpurilor gauge 
   2.1. ObŃinerea funcŃiei de partiŃie cu o buclă pentru câmpul scalar în prezenŃa câmpurilor   gauge 

În cadrul lucrărilor noastre am determinat funcŃia de partiŃie [ ]eZϕ  cu o buclă şi am studiat comportarea acesteia 

faŃă de o transformare de scală (rescalare). ContribuŃia câmpului scalar ( )xϕ  la funcŃia de partiŃie este dată de 
expresia [11] este dată de expresia 

    [ ] ( )∫= eSi MeDeZ ;ϕ
ϕ ϕ ,        (14) 

unde ( )eSM ;ϕ este acŃiunea gauge invariantă faŃă de grupul de-Sitter pentru câmpul scalar ( )xϕ  dată de formula 
(9). Efectuând o integrare prin părŃi formula (9) poate fi scrisă sub forma 

    ( ) ( )( )ϕϕϕ ϕ eMeSM ,
2

1
; = ,       (15) 



unde ( ) 2meM −∇−∇= α
αϕ  este operatorul hiperbolic al fluctuaŃiilor de câmp. În relaŃia (15) simbolul  ( )ϕχ ,  

notează produsul scalar în spaŃiul funcŃiilor scalare reale: ( )∫ − ϕχϕχ 14, exd . După o integrare Gaussiană 

expresia (15) poate fi adusă la forma standard 

    [ ] ( )




= eMeZ ϕϕ detln
2

1
exp .       (16) 

Pe de altă parte, determinantul funcŃional [12] al unui operator M  se poate exprima cu ajutorul funcŃiei zeta 
generalizată  ζ asociată cu ajutorul formulei: 

    ( )Mu
du

d
M u ;;limdetln 0 µζ→−= ,      (17) 

unde, prin definiŃie, ( ) uutrMMu −= 2;; µµζ  iar µ  este un factor de scală. Aplicând acest rezultat pentru 

operatorul ( )eMϕ , putem scrie (introducând factorul de fază µ ) 

    [ ] ( )( )[ ]eMeZ ϕϕ µζµ ;;0exp; ′= .      (18) 

Efectuând transformarea de scală λµµµ =→ ~ , funcŃia de partiŃie ϕZ  devine [7, 9] 

    [ ] [ ] ( )( )[ ]eMeZeZ ϕϕϕ µζλµµ ;;0lnexp;;~ = .     (19) 

Pe de altă parte, funcŃia ( )Mu ;;µζ  poate fi exprimată şi ca transformata Mellin a nucleului de căldură (heat 
kernel) [13] 
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Folosind această expresie se obŃine următoarea proprietate de transformare a funcŃiei ζ  la schimbarea de scală 
λµµµ =→ ~  [9] 

    ( ) ( ) ( )MMM ;;0ln2;;0;~;0 µζλµζµζ +′=′ .     (21) 
Acest rezultat arată că transformarea determinantului functional [vezi definiŃia (17)] faŃă de rescalare este 
complet determinată de ( )M;;0 µζ . Aşadar, pentru a analiza proprietatea de renormare a teoriei gauge 

formulate este necesar să calculăm funcŃia ( )M;;0 µζ  pentru cazul când M este unul din operatorii specifici 

modelului nostru: ( )eMϕ  - pentru câmpul scalar [vezi (15)], ( )BeM ,ψ  - pentru câmpul spinorial [vezi (23)], sau 

( )BeM F ,  - pentru cazul câmpului vectorial [vezi (29)]. Acest lucru va fi prezentat în cadrul Obiectivului 3. 

Studiul proprietăŃii de renormare a teoriei formulate ale cărui rezultate sunt expuse mai jos. 
2.2. ObŃinerea funcŃiei de partiŃie cu o buclă pentru câmpul spinorial în prezenŃa   câmpurilor 
gauge 

         În cazul câmpului spinorial ( )xψ  funcŃia de partiŃie este dată de integrala funcŃională Grassmann [7] 

  [ ] ( )[ ]∫= BeiSDDBeZ M ,;,exp, ψψψψψ ,      (22) 

unde ( )BeSM ,;,ψψ  este acŃiunea gauge invariantă din (11). Efectuând apoi o integrare Grassmann, obŃinem 

   [ ] ( )




= BeMBeZ ,detln
2

1
exp, ψψ ,       (23) 

unde operatorul hiperbolic de fluctuaŃii este acum de forma [9] 
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2
, mF

i
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Aici ααα BD +∇=  şi αβF  este 2-forma de curbură a câmpurilor gauge ( )1,4SO  ( )xBγ
α  şi ( ) ( )xBxB δγ

α
γδ
α −=  [9]. 

Folosind din nou definiŃia (17), putem deduce din (23) contribuŃia câmpului spinorial la funcŃia de partiŃie 
normată la factorul de scală µ  

    [ ] ( )( )




 ′−= BeMBeZ ,;;0
2

1
exp,; ψψ µζµ ,     (25) 

exprimată cu ajutorul funcŃiei ζ . 

Cu ajutorul proprietăŃii (21) deducem următoarea formulă de transformare a lui [ ]BeZ ,;µψ  la o 

schimbare de scală λµµµ =→ ~  



 [ ] [ ] ( )( )[ ]BeMBeZBeZ ,;;0lnexp,;,;~
ψψψ µζλµµ −= .    (26) 

Pentru a analiza proprietatea de renormare a teoriei gauge formulate trebuie deci să determinăm funcŃia 
( )( )BeM ,;;0 ψµζ . Acest lucru va fi prezentat în cadrul Obiectivului 3 unde studiem proprietatea de renormare 

cu ajutorul funcŃiei de partiŃie cu o buclă pentru câmpul spinorial. 
2.3. ObŃinerea funcŃiei de partiŃie cu o buclă pentru câmpul vectorial cu masă nenulă în prezenŃa   

câmpurilor gauge 

 ContribuŃia unui câmp vectorial αA de masă nenulă m la funcŃia de partiŃie are expresia 

    [ ] ( )[ ]BeAiSADBeZ MA ,;exp, α∫= ,      (27) 

unde ( )BeASM ,;  este acŃiunea gauge invariantă a acestui câmp în prezenŃa câmpurilor gauge [vezi ecuaŃia 
(13)]. Pentru calculul acestei funcŃionale, folosim metoda Fadeev-Popov [12[. Pentru aceasta alegem un etalon 

determinat de o condiŃie gauge [ ] ( )xGAF A =θ  şi inserăm unitatea [ ] ( )( ) ( )AMxGAFDAD FA det1 −= ∫ θ
α δθ  în 

expresia (27). ObŃinem astfel 

  [ ] [ ] ( )( ) ( ) ( )[ ]BeAiSAMxGAFADDBeZ MFA ,;expdet, −= ∫ θ
αα δθ .            (28)

 Deoarece determinantul Fadeev-Popov ( )AM F  este gauge invariant, în (28) putem face transformarea 

θααα ∇+→ AA  fără a afecta rezultatul. Particularizând condiŃia gauge de mai sus sub forma [ ] α
α

θ
α AAF −∇= , 

operatorul Fadeev-Popov devine ( ) α
α∇−∇=BeM F ,  integrala (28) devine Gussiană şi poate fi calculată 

obŃinându-se 

  [ ] ( ) ( )




−= BeMBeMBeZ FFA ,detln
2

1
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Ca şi în celelalte două cazuri, putem arăta că transformarea aceastei funcŃionale la o schimbare de scală 
λµµµ =→ ~  este complet determinată de funcŃia zeta ( )( )BeM F ,;;0 µζ . Calculul acesteia din urmă este 

prezentat mai jos în cadrul Obiectivului 3. 
 

Obiectivul 3. Studiul proprietăŃii de renormare a teoriei formulate 
                            3.1. Analiza proprietăŃii de renormare 
Calcularea acŃiunii cuantice efective pentru diferite tipuri de câmpuri care să fie regularizată şi renormată la 
nivelul uni-buclă se poate efectua întrebuinŃând metoda funcŃiei ζ  generalizate [1, 9]. În multe cazuri (de 
exemplu în calcului acŃiunii efective) această metodă conduce în mod natural la anularea divirgenŃelor 
menŃinând termenii fizici necesari în rezultatul final. Dacă considerăm cazul particular al unui câmp scalar ( )xϕ  

pentru care avem definit operatorul hiperbolic al fluctuaŃiilor ( )eMϕ , atunci acŃiunea efectivă este dată de 

derivată funcŃiei ζ  corespunzătoare calculată în 0=u [14] 

   [ ] ( )( )
0

;;
2

1
,

=
=

ueff eMu
du

d
eS ϕµζϕ .      (30) 

Este foarte important de remarcat că există o legătură importantă între prezenŃa unor poli în funcŃia ζ  şi 

coeficienŃii ( ) ,.....2,1,0, =kxck ai nucleului de căldură (heat kernel) ( )yxuK ,; . Folosind aceste proprietăŃi, 

prezentăm rezultatele obŃinute de noi pentru coeficienŃii 21 , cc  ( )10 =c  şi determinăm acŃiunea efectivă 

minimală a câmpurilor scalare, spinoriale şi vectoriale cu masă nenulă care este compatibilă cu cerinŃele de 
renormare pană la nivelul uni-buclă.  
  

3.2. ObŃinerea termenilor de anomalie 

 Pentru calculul lui ( )M;;0 µζ , care determină complet transformarea funcŃiei de partiŃie, folosim 
expresia funcŃiei ζ dată în (20). Introducând apoi rezultatul obŃinut în expresia integralei funcŃionale şi luând 
limita 0→u  se obŃin termeni singulari care constituie anomaliile modelului considerat. Renormarea oricărei 
teorii care include câmpuri gauge dinamice cere ca aceste anomalii, care sunt expresii polinomiale în câmpurile 
gauge (în cazul nostru γ

αe  şi γδ
αB ) şi derivatele lor, să poată fi absorbite în acŃiunea clasică a acestor câmpuri 

gauge. Aşadar, pentru determinarea explicită a dinamicii câmpurilor gauge consistentă cu renormarea trebuie în 
final să evaluăm diferite funcŃii ζ . 



 Vom scrie operatorul de fluctuaŃie sub forma generală EDDM += α
α , ααα ND +∇= unde E  şi 

αN sunt operatori ale căror expresii depind de tipul câmpului considerat (scalar, spinorial, vectorial). Precizăm 

că tensorul αβF  al câmpurilor gauge SO(4,1) are componentele: γδ
αβ

γδ
αβ

γ
αβ

γ
αβ RFTF ≡≡ ;  (notaŃiile arată legătura cu 

modelel geometrice definite pe spaŃii-timp Riemann-Cartan cu torsiune γ
αβT  şi curbură γδ

αβR ). În cercetările 

noastre am considerat numai cazul 0=γ
αβT , adică având torsiunea nulă. 

 Nucleul de căldură ( )yxuK ,;  satisface ecuaŃia 
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x ,        (31) 

unde xM  notează derivata lui M  în raport cu x . Pentru xy →  şi 0→u  putem admite dezvoltarea asimptotică 
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Aici d notează dimensiunea spaŃiului-timp care în cazul nostru va fi luată d = 4. Expresiile pentru funcŃia 
( )yxr ,2  pentru şi coeficienŃii ( )yxck ,  în limita xy →  se calculează ipunând condiŃia ca (32) să verifice ecuaŃia 

(31). Printr-un calcul direct dar foarte laborios am obŃinut expresiile 
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          (33) 

unde [ ]βααββααβ AAAAF ,
~

+∇−∇= . 

 Deoarece anomaliile provin din regiune valorilor mici pentru u ( 0→u ), putem folosi dezvoltarea 
asimptotică din (32) a nucleului de căldură. Efectuarea integrării în raport cu u în (20) şi păstrănd numai 

contribuŃia 
2

1
=k  din suma după k, obŃinem în final 

  ( )
( )

( )xTrced
i

M d

d

d

2

1
2/4

;;0 −∫=
π

µζ .       (34) 

 3.3. Aplicarea rezultatelor obŃinute la câmpurile scalare, spinoriale şi vectoriale  

 În cazul câmpului scalar operatorul de fluctuaŃie ( )eMϕ   se obŃine luând în expresia lui M de mai 

sus: 2mE −=  şi 0=αN . Folosind (34) calculăm ( ))(;;0 eMϕµζ  şi apoi introducând expresia obŃinută în (18) 

obŃinem termenul de anomalie pentru câmpul scalar. Pentru câmpurile scalare metoda de calcul este analogă, 
dar operatorii E  şi αN  au forme specifice acestor cazuri. De exemplu, pentru câmpul spinorial avem 

( )βγ
α

βγ
αβγα TB

i
N +Σ=

4
, expresie care devine mai simplă în cazul 0=βγ

αT (torsiune nulă). Rezultatele complete 

sunt conŃinute în lucrările noastre [1, 7, 9 ]. 
 Cunoscând aceste rezultate putem construi acŃiunea minimală pentru câmpurile gauge. Ca în orice 
dinamică clasică pentru câmpuri gauge consistentă cu renormarea, sunt prezenŃi termenii de anomalie. În 

modelul nostru, pentru 0=βγ
αT , acŃiunea clasică minimală a câmpurilor gauge γ

αe  şi γδ
αB  asociate grupului 

( )1,4SO  trebuie să conŃină următorii termeni, dacă neglijăm divirgenŃele totale [7] 

 ( ) ( )∫ 



 +++Λ−−= αβγδ

αβγδ
γβδ

βδ
α

αγπ
RcRRbRaRR

G
xdBeSgauge

24 2
16

1
, .   (35) 

Aici, G este constanta gravitaŃională, iar cba ,,  sunt constante de cuplaj. Se observă că folosirea grupului gauge 

( )1,4SO  introduce automat constanta cosmologică, a cărei valoare este 212λ−=Λ  [1, 9]. Subliniem că gaugeS  

din (35) este invariantă, pe de o parte, în raport cu transformările gauge (locale) şi, pe de altă parte în raport cu 
grupul Poincaré global specifică pentru un spaŃiu-timp Minkowski. 
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